Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs, montres connectées et
tous appareils électroniques de communication ou de stockage, ainsi que
les documents, sont interdits. La qualité de la rédaction sera un facteur
important d’appréciation des copies. Il est possible d’utiliser les résultats
énoncés dans les questions ou parties précédentes, en veillant toutefois a
préciser la référence du résultat utilisé.

[’épreuve comporte deux parties :

— Une premiére partie, composée d’exercices. Les candidats sont invités & consa-
crer au moins un tiers du temps de 1’épreuve a cette partie en cherchant a traiter
les cinq exercices numérotés 1, 2, 3, 4 et 5.

— Un probléme a traiter au choix parmi deux proposés : le Probléme 1, plutot
orienté « Algébre et Géométrie » ou bien le Probléme 2, plutot orienté « Analyse
et Probabilités ». Le candidat devra indiquer clairement sur sa copie le
probléme qu’il choisit. Seul ce choix sera pris en compte dans 1’éva-
luation. Au moins la moitié du temps de I’épreuve devrait étre consacrée a I'un
de ces problémes.

Le baréme tient compte de cette répartition indicative du temps a accorder a chaque
partie.

Notations, rappels et définitions

On désigne par N ’ensemble des entiers naturels, Z I’ensemble des entiers relatifs, R le corps des
nombres réels, C le corps des nombres complexes. On note N* I’ensemble des entiers naturels
non nuls, R, ’ensemble des nombres réels > 0 et Ri I’ensemble des nombres réels > 0.

Pour tout entier naturel n, on désigne par [1,n] ’ensemble des entiers compris au sens large
entre 1 et n. Lorsque n = 0, [1,n] est donc 'ensemble vide.

On note |E| le cardinal d’un ensemble fini E.

Si K est un corps et n un entier naturel, on note M,,(K) 'algébre des matrices (n,n) a coefficients
dans K, et GL,(K) le groupe de ses éléments inversibles. On note I,, la matrice identité dans

Dans un espace vectoriel E, si ej,...,e, sont des vecteurs de E, on note Vect(ey,...,e,) le
sous-espace vectoriel de £ engendré par les vecteurs ey, ..., ep.

On rappelle que le spectre d’'un endomorphisme u est ’ensemble des valeurs propres de w.



Exercice 1

27

On fixe dans 'exercice un entier n > 2, et on note w = exp <z—) On considére dans M, (C)
n

deux matrices : A, la matrice diagonale dont la diagonale est le vecteur (1,w,w?, ..., w" 2 w" ™),

et 32, la matrice dont les seuls coefficients non nuls sont les coefficients sous la diagonale et le
coefficient (1,n), tous égaux & 1. Ainsi :

1 0 0 0 0 000 0 1

0 w 0 0 0 1 00 0 0

0 0 w? 0 0 010 00
A= i . et X=1.

00 0 -+ w2 0 000 -- 00

o0 0 --- 0 w! 000 -+ 10

1. Soit £ un C-espace vectoriel de dimension n et u, v deux endomorphismes de E tels que

u'=v" =idg et uov =w(vou).

(a) Justifier que u et v sont diagonalisables et que leurs valeurs propres sont des ra-
cines n-iémes de 'unité.

(b) Soit A une valeur propre de u. Montrer que wA est aussi une valeur propre de u.

(¢) Déduire de ce qui précéde que le spectre de u est 'ensemble des racines n-iémes de
Punité. Quelles sont les dimensions des sous-espaces propres associés ?

(d) Montrer qu’il existe une base % de E sur laquelle la matrice de u est A et la matrice
de v est X.

2. (a) Montrer que Vect(I,, A, A? ..., A" ") est 'ensemble des matrices diagonales appar-
tenant a M, (C).

(b) En déduire que la famille & = (%’ Ak)(j,k)e[o,nq]]? est une base de M, (C).
3. Soit ¢ : Mn(C) — M, (C) un morphisme d’algébres.

(a) En considérant les endomorphismes u et v associés respectivement a ¢(A) et p(X)
dans la base canonique de C", montrer qu’il existe P dans GL,(C) telle que

o(A) = PAP™! et (X)) = PLP .

(b) Montrer que, pour toute matrice M dans M, (C), on a : o(M) = PMP™'.

Exercice 2
—xt

1. On considére la fonction ¢ : (z,t) — 5> définie sur R?, et

°

141
+00

f: azl—>/ o(x,t)dt.
0

(a) Montrer que f est définie et continue sur R,. Admet-elle une limite en 400 ?

(b) Montrer que f est de classe C? sur R?, et qu’elle est solution de I'équation différen-

1
tielle y” +vy = — sur cet intervalle.
T



2. On considére la fonction ¢ : (z,t) —

1-— t
(xj-—ots)(ﬁ’ définie sur Ry x R, et

g:x— (x,t)dt.
0

Montrer que g est définie et continue sur R,. Admet-elle une limite en 400 ?
Montrer que g est de classe C? sur R?, et qu’elle est solution de I'équation différen-

1
tielle ¢y + y = — sur cet intervalle.
x

sin(t)

+00
Montrer que, pour tout x dans R,, l'intégrale / w dt est bien définie et
0

vaut g(z).

dt.

+oo :
sin(?
Déduire de ce qui précéde la valeur de / 111t( )
0

Exercice 3

1. Soit (uy)nen une suite réelle bornée.

Justifier que si (uy,)neny admet une unique valeur d’adhérence ¢, alors elle converge vers /.

2. Soit V C R un ensemble non vide et borné vérifiant la propriété : Vo € V. 3z +2 € V.
Montrer que V est un singleton, que I'on précisera.

3. Soit (uy)nen une suite réelle bornée telle que la suite (u,2 — 3u,)nen converge vers 2.

Montrer que la suite (u,)n,en converge, et déterminer sa limite.

Exercice 4

Dans tout I'exercice, || - || désigne la norme euclidienne canonique de R?. Toutes les variables
aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, 7, P). Si une variable
aléatoire U a valeurs dans Z admet une espérance finie, on note E(U) son espérance.

On considére deux variables aléatoires X et Y a valeurs dans Z telles que :

e la loi du couple (X,Y) est symétrique, c’est-a-dire que

V(z,y) € Z*, P((X,Y) = (z,y)) = P(X,Y) = (~2,~y)) ;

e la variable aléatoire X + Y? posséde une espérance finie. On note a = E(X? + Y?).

1. (a)

(b)

Montrer que les lois de X et Y sont symétriques, c’est-a-dire que
VeeZ, P(X=x2)=P(X=-x) et YyeZ, PY=y)=PY =—y).

Montrer que |X| et |Y|, respectivement les valeurs absolues des variables aléatoires
X et Y, possédent une espérance finie. Calculer E(X) et E(Y).



On considére (Z,)nen = ((Xn, Yn))neN
dans Z?, toutes de méme loi que le couple (X,Y).
On note (S, )nen la suite de variables aléatoires a valeurs dans Z? définie par

une suite de variables aléatoires indépendantes & valeurs

So=(0,0) et VYneN, S, =) Z.

=1

[N]

. Montrer que, pour tout n dans N, la loi de S,, est symétrique.
. Soit n dans N*.

(a) Montrer que la variable aléatoire ||.S,||* posséde une espérance finie, et la déterminer.

o

1
(b) En déduire : P(||S,]|* = 2na) < 3
4. Pour tout n dans N*, on note B, = {z € Z*| [|z[|* < 2na}.
(a) Montrer : Vn € N*, P(Sa, =0) = »_ P(S, = x)°.

T€Z?
(b) En déduire, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que

Vn € N*, P(||S,]]* < 2na)? < |B,| P(Sa, =0).
5. (a) Montrer l'existence d’une constante C' > 0 telle que

Vn € N*, |B,| < C'n.

(b) Déduire de ce qui précéde la nature de la série Z P(S, =0).

n

Exercice 5

Pour tout ensemble E, on note E¥ I'ensemble des applications de E dans F. On introduit :
I(E)={0€E"|ooo=idg}.

Pour tout entier naturel n, on note ¢, le cardinal [I([1,n])|. En particulier, ¢, = 1.

Le but de cet exercice est de donner une majoration asymptotique de la suite (¢, )nen-
. . . t .
Soit R le rayon de convergence de la série entiére Z —n'z", qui est un élément de R, ou +ooc.
n!
n
Soit A le disque ouvert de centre 0 et de rayon R dans C. Si R = +o00, on a A = C.

+oo
I . t o
On consideére la fonction f: 2z — g —n'z", définie sur A.
n!

n=0
1. Montrer : R > 1.

2. Montrer : Vn € N, t,.0 = (n+ 1)t + tpu1.
3. Montrer : Vz € A, f'(z) = (1+ 2) f(2).

4. En déduire :

2
Vze A, f(z) =exp (2+%),

puis que R = +o0.



5. Montrer :

x n! " 0, P 20\ —ind
VneN,VpeRl, t, = exp | pe” + —e' | e """ d6.
2 p™ J_ 2
6. Montrer qu’il existe une unique suite réelle (p,)nen dont les termes sont tous positifs et
telle que :

Vn €N, p, + p2 =n.

1
Donner un développement asymptotique de la suite (p,)nen a la précision o (—)

vn

| 2
7. On définit, pour tout n dans N*, M,, = i exp (pn + %) Montrer :
p'ﬂ

n

Vn e N*, t, < M,.

n 1
Montrer que la suite (M, ),en est équivalente a la suite (n”/2 exp (—5 +vn — Zl) V 27m)
neN
Indication : on pourra utiliser la formule de Stirling sans démonstration.



Probléme d’algébre et géométrie

Notations, rappels et définitions

Dans tout le probléme, n désigne un entier > 1 et K un corps.

On note K[X] 'algébre des polynomes a coefficients dans K.

Pour tout K-espace vectoriel E, on note Z(F) la K-algébre des endomorphismes de F.
On identifie K" avec I'espace M, 1(K) des matrices colonnes.

Une matrice de M, (K) est dite scalaire si elle appartient a Vect(I,,).

Le polynome caractéristique d’une matrice A de M, (K) est noté xa et son polyndéme mini-
mal 1 4. Ce sont des polynémes unitaires, c¢’est-a-dire dont le coefficient dominant vaut 1.

Pour toute matrice A de M, (K), on note
O(A) = {P'AP|P € GL,(K)}

la classe de similitude de A.

Pour tout g € K", on note

M.(K)[8] = {A € Man(K)

XA = H(X—ﬁz)}

=1

Etant donné une matrice A de M, (K) et un couple d’entiers (4, j) dans [1,n]?, le coefficient de
A ala croisée de la i-éme ligne et de la j-éme colonne est noté [A]; ;. On note

A M (K) — K"
A = ([Al, [Ale, - [Alng)

Iapplication linéaire envoyant une matrice sur le vecteur formé de ses coefficients diagonaux.

Dans le cas particulier K = C, I'espace vectoriel C" est muni de son produit scalaire hermitien
n
canonique (v, w) — (v|w) = Z@- w;.
i=1
Pour toute matrice A de M,,(C), on note AT sa transposée, A la matrice obtenue en conjuguant
tous les coefficients de A, et A* = a

On note Her,, (respectivement, Sym,,) le R-sous-espace vectoriel de M,,(C) constitué¢ des ma-
trices hermitiennes (respectivement, symétriques réelles), et

Her,[8] = M,(C)[8] N Her,, et Sym,,[8] = M,(C)[f] N Sym,,.

Le groupe symétrique &(n) est défini comme le groupe des bijections de 1’ensemble [1,n] dans
lui-méme.



(675} a1
Etant donné un vecteur o = | ¢ | dans R", il existe un unique vecteur noté @ = | : | tel

(079 Qp,
que

e (& est un réarrangement de «, c’est-a-dire
Jo € &(n) tel que Vi € [1,n], & = o) ;

e « est décroissant, c’est-a-dire iy = G = -+ = Q.
Ce vecteur est appelé réarrangement décroissant de a.
Par exemple, le réarrangement décroissant du vecteur o = (1 4 0 71 78 9)T est
&=98774110".

Partie 1
1. Soit by, by, ..., b,—1 des éléments de K. On définit I’élément suivant de K[X] :
P - Xn - bn_anil — le - bo.

On note Ep la K-algébre quotient K[X|/(P) et m : K[X] — Ep la surjection canonique,
qui est une application K-linéaire.

(a) Soit R € K[X]. Montrer que 'application

Mulg : K[X] — Ep
Q = m(RQ)
permet de définir par passage au quotient un endomorphisme de Ep, noté mulg.
(b) Montrer que # = (w(1),m(X),...,m(X"")) est une K-base de Ep, et donner la
matrice C'(P) de muly dans cette base.
(c) Montrer que R +— mulg définit un morphisme de K-algébres ¢ : K[ X| — Z(Ep) et
déterminer le noyau de ce morphisme.
(d) Déduire de ce qui précéde que le polynome minimal de C'(P) est P lui-méme. En
déduire le polynéome caractéristique de C'(P).
(e) Une application : soit p un nombre premier. On note [, le corps Z/pZ.
Montrer qu’il existe une matrice A dans M»(F,) non trigonalisable sur F,.
2. Soit A une matrice de M, (K). Montrer que A est une matrice scalaire si et seulement si
tout vecteur non nul de K" est un vecteur propre de A.
3. (a) On suppose n > 2.

Soit D une matrice de M, (K) et C' une matrice non nulle de M,, 1 (K). Montrer qu’il
existe une matrice L dans My, (K) telle que :

LC =0et D+ CL ¢ Vect(1,).

(b) Soit A une matrice non scalaire de M, 41 (K) et a un élément de K.
Montrer qu'il existe des matrices B de My,,(K), C' de M,,1(K) et D de M, (K) telles
que A est semblable a la matrice par blocs

an)

Sin > 2, montrer que I’on peut en outre supposer D non scalaire.
Indication : on pourra chercher a se ramener au cas particulier a = 0.

7



4. (a) Soit A une matrice non scalaire de M, (K). Montrer :
{AM)|MeO(A)} ={aeK" a1+ -+, =trA}.
(b) Soit 5 un vecteur de K”. Montrer :

{AM)| M e M. (K)[B]} ={a e K" [ar+ -+, =01+ -+ B}

Partie 11

On définit la relation de domination < sur R"™ en posant :

k
Vk € [1,n—1] Zaz ZB
Zaz Zﬁz
i=1

Va, e R", ax§ &

Pour tout vecteur 5 de R", on définit I’ensemble

Z(B) ={aeR"[a =<5}

On définit I'ensemble

zn:{Aewhﬁy\w@ﬁepJW44m>oaVkemﬂmiyﬁkzjimwzﬂ}.

5. La relation < est-elle une relation d’ordre sur R™ 7
6. Soit A une matrice de X,,.

n

(a) Montrer : Vk € [1,n] Z Z Z [A]; ;.

i=1 j=k+1 7=1i=k+1

(b) Montrer : V5 € R", A < 0.

Indication : on pourra commencer par traiter le cas ou [ et ASB sont décroissants.

7. Soit  un vecteur de C" \ R". Décrire Her,[3].
8. Soit  un vecteur de R" et H une matrice de Her,[5]. Montrer : A(H) < .

9. Dans cette question, on se limite au cas n = 2.

Soit f = (g ) un vecteur de R? tel que b1 = Pa.
2

(a) Montrer :
w0 ={(173)]sc 0 - a1}

X 3
Représenter graphiquement cet ensemble dans le cas § = (1)

8



(b) Montrer :
{A(S)] S € Symy[]} = {A(H) | H € Hery[8]} = Z(B).
10. Le but de cette question est de montrer que, pour tout vecteur 3 de R" :
{A(9) ]S € Sym,[8]} = {A(H) | H € Her,[]} = Z(5). (A (n))

Le cas n = 1 étant trivial et le cas n = 2 ayant été traité a la question 9b, on procéde par
récurrence forte.

Soit n un entier > 3. On suppose (1), 7 (2), ... et #(n—1) et on veut montrer 7 (n).
Soit 8 un vecteur de R". Quitte a remplacer 3 par B, on suppose [ décroissant.
Soit o un vecteur de Z(f). On définit

ar+96
k %
5:min{2(ﬁi—éi) ke[[l,n—l]]} et =
i=1 &1
ap — 0

(a) Montrer I'existence d’une matrice S de Sym,,[3] telle que [S];,, = 0 et v = A(S).
(b) Conclure la démonstration.
11. Soit S un vecteur de R".
(a) Montrer : Z(5) = {AB| A € £, }.
(b) Montrer que Z(/3) est un ensemble convexe et compact.

(c) i. Soit I un intervalle non trivial de R et f : I — R une fonction convexe. Montrer :
Va,Bel", a<xf = Y fla) <Y f(B)
i=1 i=1

1. Montrer :

n n

vo.fe R ax B = [Ja=]]8
=1

=1



Partie II1

Etant donné une matrice H de Her,, on note Ay (H), A\o(H),- -+, \y(H) les valeurs propres de
H, répétées autant de fois que leur multiplicité, et rangées par ordre décroissant, c’est-a-dire
telles que \{(H) > Xo(H) > - =2 N\ (H) .

12. En utilisant la question 8, montrer que pour tout entier k£ de [1,n] :

k k
N(H) = JHuv,) = tr(UHU
M) = a2 (i) = g, (U7 HU)
i=1 =1
ou le premier maximum porte sur les familles (vy,...,v;) orthonormées a k éléments de

vecteurs de C" et le deuxiéme porte sur 'ensemble {U € M, x(C) |U*U = I,;}.
13. Montrer :

k k
Vk € [L,n], YHy, Hy € Hery, > N(Hy+ Hy) < > N(Hy) + > Ni(Hy).
i=1 i=1 i=1
14. Montrer que 'application
o : Her,, — R"

H — (M(H),..., \,(H))

est continue.

15. Dans cette question, soit nq,...,n, des entiers > 1 et N = ny + --- + n,. Soit H une
matrice dans Hery décomposée en blocs :

Al,l Al,? T Al,r
o [
Ar,l A'I‘,Q e Ar,r

oll, pour tout (i,j) de [1,7]? la matrice A;; appartient a M, n, (C).
On définit alors la matrice H# dans M, (C), diagonale par blocs :

Al 0 |- 0
o 0 [Ags|---] 0
0 0 |- [A.,

(a) Montrer : A(H) < o(H?) < o(H).

=

(b) On suppose H définie positive. Montrer : dét H < dét H# < H[H]”
i=1

10



Partie IV

Dans cette partie, on considére le R-espace de Hilbert

E={(N) = {(m(n))new eR"

Z x(n)? converge} )

neN*

muni du produit scalaire

et de la base hilbertienne (e;);en+ définie par e; : n — {

(Y E* — R

(x,y) = >_z(n)y(n),

1 sin=1

0 sinon.

(On ne demande pas de vérifier ces faits.)

Etant donné un sous-espace vectoriel fermé V de E, on note py le projecteur orthogonal sur V.

Etant donné un endomorphisme p de E, on définit sa diagonale

16.

17.

A(p) = ({eilp(e:)))jen € R

Soit V' un sous-espace vectoriel fermé de E. Montrer que A(py) est une suite & valeurs

dans [0, 1], et que la série Z (eilpv(e;)) converge si et seulement si V' est de dimension
iEN*
finie.
Calculer la somme Z (eilpv(e;)) dans ce cas.
iEN*
Soit s une suite a valeurs dans [0, 1], telle que la série Z s; converge et dont la somme
iEN*
d= Z s; est un entier > 1.
iEN*
Le but de cette question est de montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel V' de E de
dimension finie tel que A(py) = s.

(a) Montrer le résultat dans le cas d = 1.
(b) Montrer le résultat dans le cas ou la suite s est a support fini.

(c) Montrer le résultat dans le cas o la suite s est décroissante et s; appartient a |0, 1],
puis dans le cas général.

11



Probléme d’analyse et probabilités

Notations, rappels et définitions

e Pour tout entier r > 1, on note Z" le groupe des difféeomorphismes de classe C" de R,
dans lui-méme.

e On prolonge cette définition en notant 2° le groupe des homéomorphismes de R, dans
lui-méme.

Ainsi, pour tout entier naturel 7, un élément de 2" est une application f : R, — R, de
classe C", bijective, dont la réciproque est également de classe C".

Soit r un entier naturel et f un élément de ".
e On note Fix(f) = {z € Ry | f(x) = x} I'ensemble des points fixes de f.

e Pour tout entier naturel s, on note Z°(f) ={g € 2°|go f = fog} son centralisateur de
classe C°.

e Pour tout entier relatif n, on note f" son n-iéme itéré, c’est-a-dire

(fofo---of sin >0
n fois
fr= 1 idg, sin=0
f_lof_lo---of_i sin < 0.
\ |n\‘?013

On prendra garde a ne pas lire cette notation comme une puissance, et & ne pas la
confondre avec la dérivée n-ieme f™.

Pour tout entier naturel 7, un élément f de Z" est dit faiblement contractant si

Vo e R, f(z) < .

Si S est un segment et h : S — R est une fonction continue, on définit
IS = [0 et Al = mx]h.
S

Etant donné un segment S et une fonction continue h : S — R, si Sy, 51, ..., Sk_1 sont des

segments inclus dans S, et dont les intérieurs sont deux a deux disjoints, on a l'inégalité « de
Chasles » :

k-1
> Il <l
1=0

On rappelle que si une somme porte sur I'ensemble vide (comme la somme précédente dans le
cas k = 0), elle vaut 0.

12



Partie 1.

1. Soit f un élément de 2°.
Montrer que f est une fonction strictement croissante et que 0 appartient a Fix(f).

2. Soit r un entier naturel et f un élément de 2". On suppose que 0 n’est pas un point isolé
de Fix(f). Montrer :

vze[u,rﬂ,f@<o>:{1 =1

0 siz>1.

3. Pour tout réel A > 0, on note

hA:R+%R+
T A,

qui est un élément de 2" (on ne demande pas de le montrer).
Soit A un élément de 0, 1[. Montrer Z'(hy) = {h, | n € R} }.
4. (a) Soit f un élément de 2° tel que Fix(f) = {0}.
Montrer que soit f, soit f~!, est faiblement contractant.

(b) Soit f un élément de 2° faiblement contractant. Pour tout z dans R’ , montrer que
la suite (f"(x))nen converge vers 0 et que la suite (f~"(x))nen diverge vers +oo.
En déduire que, quel que soit le réel b > 0, la famille G (b, f"(b)DnGZ est une
partition de R .

5. Soit f un élément de 2° faiblement contractant.

(a) Montrer que pour tout homéomorphisme croissant h : [f(1),1] — [f(1), 1], il existe
une unique application continue h* : R, — R, qui prolonge h (c’est-a-dire que pour
tout = dans [f(1),1], h¥(z) = h(z)) et telle que h* o f = f o h¥.

(b) On note I' le groupe des homéomorphismes croissants du segment [f(1),1] dans
lui-méme (on ne demande pas de vérifier que (I', 0) est un groupe). Montrer que

YT = Z°(f)
h— A

est un morphisme de groupes injectif et non surjectif.

Partie I1I.
6. Définition de 'opérateur Z. Pour tout f élément de 22, on considére la fonction
Zf Ry — R

f'()
r — (Inf)(z) = :
(0 f) ) =

(a) Justifier que, pour tout f appartenant & 22, la fonction Zf est bien définie.
On définit alors .Z en posant Z(f) = Zf pour tout f dans 22

(b) Soit u,v deux éléments de 2°. Montrer :

Zwou)=(Lvou)xu + Lu.

(¢) Soit f un élément de 2” et k un entier naturel. Montrer

??‘
,_\

Z(ff) = (o?f 1) < (£

ﬁ
Il
o



7. Dans cette question, on fixe f un élément de 2° faiblement contractant et on considére
la fonction 0 définie par :

9f2Rj_—> R

z —In (%) —In(f'(z)).

(a) Montrer que ; se prolonge en une fonction continue R, — R (que lon continuera
a noter 0¢) et qu'on a

Yz € Ry, 0;(z) = In (/01 f’((l — )z + sf(x)) ds) I (f'(z)).

(b) Soit z un réel > 0 et .S un segment contenant z et f(x). Montrer, a 'aide du théoréme
des accroissements finis, I'inégalité :

0 ()] < 121117
(c) Soit ¢ un réel > 0 et k un entier naturel. Montrer :

k—1
Y brof
1=0

[0,d]
0,c
< |lzr).

o0

Partie I11.

Dans toute cette partie, on fixe un élément f de 2?2 faiblement contractant. L’objectif de cette
partie est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme A. Soit g un élément de Z'(f) tel que Fix(g) # {0}. Alors g = idg, .

Soit g un élément de Z'(f) tel que Fix(g) # {0}. Soit b un point fixe de g tel que b > 0. On
note a = f(b).

8. Soit h : [a,b] — [a, b] un difféomorphisme croissant de classe C".
On suppose qu’il existe un élément xy de [a, b] tel que h(xg) # xo.
(a) Soit ¢ et d deux nombres réels tels que a < ¢ < d < b. Pour toute application
u : [a,b] — R, on note u.q la restriction de u a l'intervalle [c, d].
Montrer qu’il existe deux nombres réels c et d tels que a < ¢ < d < b, que le segment
[c, d] soit stable par h et que la suite des restrictions (hﬁcvd])neN converge simplement
vers une fonction discontinue [c,d] — {c, d} que 'on précisera.

b) En déduire que la suite de normes (|[(h™)’||l%? n’est pas bornée.
( 5

neN

k\/
9. Montrer : Vz,y € [a,b],Vk € N, ’ln E;k;'gy;‘ < H.i”fH[lo’b], ou .Z a été défini dans la
T
partie II.
10. Soit  un élément de Z'(f) tel que v(b) = b. Montrer v'(0) = 1, puis :

Va € [a,0], |¥(x)] < [|2f |

Indication : on remarquera que tout élement y de Z*(f) vérifie : Vk € N, v = f ™ oyof*.

11. Conclure la démonstration du théoréme A.
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Partie I'V.

Dans cette partie, on note C' (R, ) I'ensemble des applications de classe C' de R, dans R. On
considére :

7 ={X € C'(Ry)[X(0) = 0 et Vx € R}, X(x) < 0}

Un élément X de ¥ sera dit complet si

U du
o X(u)
On admettra le théoréme suivant, variante du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Théoréme (admis). Soit X appartenant a& ¥, complet.
Alors il existe une unique famille (f,),cr d’éléments de 2" tels que :

® fO = idR+ )

e pour tout réel z > 0, Papplication ¢t — f;(z) soit dérivable, de dérivée :
Ofi(x
1) _ X ().

La famille (f;);cr définie dans le théoréme est appelée le flot de X.
Pour tout 7 > 0, on dira que le difféeomorphisme f, et ’élément X de ¥ sont associés.

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant, qui permettra de décrire entiérement
le centralisateur Z'(f) d’un élément f de 2 faiblement contractant.

Théoréme B. Soit f un élément de 22 faiblement contractant.
Alors il existe X appartenant & 7, complet et associé a f.

12. Soit X appartenant a ¥, complet. On note (f;);cr le flot de X.
Montrer : Vi, s € R, fiis = fio fs.
13. Définition de I’opérateur 7. Pour tout f appartenant a 9* et tout élément X de ¥,
on définit
T(X):R, > R
T XU@)
f'(z)
(a) Soit f un élément de 2°. Montrer que T} définit bien une application ¥ — .
(b) Soit f, g appartenant & 2%. Montrer que T, o T = Tjo,.
(c) Soit f un élément de 2% et X un élément de 7.
Montrer que si X est complet, alors T;(X) l'est également.
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14. Soit X un élément de ¥. Pour tout f appartenant & 22, on considére la fonction
T R — R
@) qu

(a) On suppose X complet, et on note (f;)cr son flot.
Calculer, pour tout réel ¢, la fonction 7.

(b) Soit f un élément de 2 faiblement contractant. On suppose que 7; est une fonction
constante. Montrer que X est complet et que f est associé a X.

(¢) Soit f un élément de 2* faiblement contractant et X € #. On suppose T(X) = X.
Montrer que X est complet et associé a f.

15. Pour montrer le théoréme B, on fixe une fois pour toutes un élément f de 2? faiblement
contractant, et on cherche a construire un point fixe Y de 'opérateur 7y par un procédé
itératif.

On définit donc Xy = f —idg, (comme f est faiblement contractant, il s’agit bien d'un
élément de 7/, on ne demande pas de le vérifier) et, pour tout k € N*, Xj, = T (X).

(a) Montrer que, pour tous entiers naturels k, £ tels que £ < ¢, on a, sur R, :
-1

X, |

In({— ) = 0 L

n (X,) S ores

(b) Soit b > 0 un réel. Montrer que la suite de fonctions

k—1
(Ok)ken = (Z 05 o fl)
keN

1=0

converge uniformément sur [0, b].

(c) En déduire que la suite de fonctions (Xj)ken converge uniformément sur tous les
segments de R, vers une certaine fonction Y, continue sur R et telle que :

Y(0)=0 et VrxeRy,Y(z)<O0.

16. (a) Montrer que, pour tout entier naturel k, on a, sur R :

k—1
Xp= Xjo ' =30 (Zro f) x (7 - ) < 5
i=0 !

ot Zf a été défini dans la partie I1.

(b) Soit b > 0 un réel.
Montrer que la suite de fonctions (X}, )ken converge uniformément sur [0, ).

(c) Conclure la démonstration du théoréme B.

17. Soit f un élément de 22 faiblement contractant.
Déduire de tout ce qui précéde que Z'(f) est un groupe isomorphe a R.

16



