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Description du texte

Résumé : Ce texte étudie la détermination de cylindres passant par 4 et 5
points dans I'espace.

Mots clefs : géométrie, polyndmes a plusieurs variables, résultant.
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Description du texte

Le texte est composé de quatre parties.
» 1. Introduction
» 2. Cylindres passant par quatre points
» 3. Cylindres passant par cinqg points

» 4. Cylindre de rayon extremum passant par quatre points

La dépendance entre les parties est la suivante.

o O
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Description du texte

Remarques :
» La partie 2 est la plus longue : c’est le cceur du texte. Elle repose
principalement sur des notions d’algebre linéaire et de géométrie.
» Les parties 3 et 4 sont indépendantes et plus difficiles : elles n’étaient

abordées que par les meilleurs candidats. Le résultant n’est que utilisé
dans ces deux parties.
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1. Introduction

Dans ce texte, on s’intéresse a la détermination de cylindres qui passent par
des points donnés, typiquement un sous-ensemble de points 3D obtenus a
I'aide d’un scanner.

Une application simple de ce résultat est par exemple la détermination du
rayon d’un objet cylindrique qui n’est que partiellement accessible, ou bien
dont on voudrait vérifier le bon usinage avec une grande précision.
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2. Cylindre passant par quatre points

Ltant donnés 3 points py, po, p3 dans 'espace affine réel de dimension 3 et un vecteur non
nul t, il existe presque toujours un cylindre de direction t passant par ces points. En effet,
les projetés orthogonaux de ces 3 points sur le plan vectoriel orthogonal a t sont soit sur un
méme cercle, qui définit alors la base d'un tel cylindre, soit distincts et alignés. Mais cette
derniére situation ne se produit que lorsque les trois points py, ps, p5 sont distincts et que le
vecteur t est parallele a un plan passant par p;, p2 et ps. Dans la suite de cette partie, nous
nous intéressons donc a la détermination des cylindres passant par quatre points.

Remarques :
» Cette partie est relativement simple : elle permet au candidat de se
familiariser avec le probléeme.

> Il est tres pertinent d’utiliser le tableau pour y dessiner une figure
représentant la situation.
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2. Cylindre passant par quatre points

Soient quatre points pi, p2, p3, pa deux a deux distincts et t = (/, m2, n) un vecteur non nul.
On cherche a déterminer s'il existe un cylindre de direction t passant par py, p2, p3, pa. Sans
perdre en généralité, nous pouvons supposer que

(1) P1= (Oio:D)) P2= (XZ,0,0), P3= (XS) yS)O): Pa= (X4y}’4:z4)

Soit T le plan vectoriel orthogonal au vecteur t et soit (X, ¥, Z) un nouveau systeme de co-
ordonnées dont les deux premiers axes engendrent I1 et le troisieme axe est de direction t. En
supposant que (n2, n) # (0,0), on peut faire en sorte que les nouvelles coordonnées (X, Y, 7)
d'un point soient données en fonction de celles dans la base canonique par la matrice or-

thogonale
( vm2+n® Im _ In \
K] Itv'mZ+n? ItV mZ+n?
2 M= 1" -
2) 0 VmZ+n? VmZ+n?
€L m _n
[ [ ]
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2. Cylindre passant par quatre points

Possibilités pour les candidats :
» Expliquer pourquoi 'on peut se ramener a (1).

» Expliquer la construction de la matrice M de (2).
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2. Cylindre passant par quatre points

Notons (X;, Y;, Z;) les coordonnées du point p; dans le systeme (X, Y, Z). Le projeté ortho-
gonal g; de p; sur I1, exprimé dans (X, Y, Z) en fonction des coordonnées (x;, yi, z;) du point
pi dans le systéme (x, y, z), est donné par

Vm?+n? im In n m

@ | - Yi— Zis Yi— zi,0
Il ItV m2 + n? IthvVm2+n2  vVm?+n? vVmZ+ n?

Les points pi, p2, p3, pa appartiennent a un méme cylindre de direction t si et seulement si
les points gy, g2, g3, g4 sont cocycliques (dans IT). En supposant que les points py, pa, ps, 4
ne sont pas coplanaires, cette derniere condition se traduit par I'égalité

1 1 1 1
X1 Xz X3 X4 _
@ Yi Y, Ys v, |7

2. v2 yv2,v2 v24.v2 w2, v2
Xr+Yo Xo+YS X5+Y) Xi+Y)
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2. Cylindre passant par quatre points

Possibilités pour les candidats :

» Utiliser la matrice de passage de (2) pour calculer (X;, Y;, Z;) en fonction
de (x;,¥;, z;), puis effectuer la projection sur IT pour obtenir (3).

» Rappeler la propriété : le déterminant est nul si et seulement si les
lignes de la matrice sont liées. Conclure en utilisant '’hypothese que
les points py, p2, p3, p4 sont supposés non coplanaires.

» Réfléchir a la situation ou les points py, p2, p3, ps sont coplanaires.
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2. Cylindre passant par quatre points

De tout cela, on déduit que les points py, p2, p3, pa, supposés non coplanaires, appartiennent
aun méme cylindre de direction t si et seulement si Cp, p,,p,p, ([, m, 1) = 0 oll

5) Cprpopsplimn) =

I X3 x4 m Vs Ya
Jc%(m2 + nz) m y3 Ya |—Xo| R 0 Z4
n 0 z 0 Nt psl* = (t.p3)* It pall® - (2.ps)?

Cette condition (qui reste valable dans le cas ol (m, n) = (0,0)) s’exprime donc comme un
polynome de degré 3 en les variables [, m, n. Comme 'on pouvait s’y attendre, c’est un poly-
nome homogene, c’est-a-dire

Corpapapr ALAM AR = 13Cy

Enfin, remarquons que cette condition est vérifiée pour les six directions particulieres qui
correspondent aux droites (p;pj), 1 i< j<4.

(I, m, n) pour tout A € R.
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2. Cylindre passant par quatre points

Possibilités pour les candidats :

» On pouvait s’attendre a obtenir une expression homogene, car tet At
décrivent la méme direction pour le cylindre.

» Lorsque (m, n) = (0,0), la condition obtenue reste valable, car le
vecteur t = (1,0,0) # Ogs donne la direction de la droite (p; p»).

» La condition est naturellement vérifiée pour les directions qui
correspondent aux droites (p;p;), car dans ce cas, les points p; et p; ont
le méme projeté orthogonal sur IT et trois points non alignés dans le
plan IT sont cocycliques.

» Illustration informatique : utiliser un logiciel de calcul formel pour
calculer une expression de Cy, , p, p, (I, m, 1) sur des exemples.

Epreuve de modélisation - Etude d’un texte de I'option C



2. Cylindre passant par quatre points

Exemple 1. Considérons l'exemple suivant

27673
olt les quatre points forment un tétraédre régulier. Alors, il existe un cylindre de direction t
passant par ces points si et seulement si

(3l+\/§m—\/€n) (31—\/§m+\/gn] (2m+ \/EH):O.

Les directions des cylindres qui passent par ces quatre points s'organisent donc selon les trois
plans vectoriels qui contiennent une aréte du tétraedre et qui sont paralléles a l'aréte opposée.

1 V3 1 V3 v6
p1=1(0,0,0), p2=(1,0,0), paZ(Z,\Zr,O), 4:( Vs \f)
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2. Cylindre passant par quatre points

Possibilités pour les candidats :

» Expliquer géométriquement pourquoi on s’attend a trouver la réunion
de trois plans.

» Illustration informatique : retrouver le polynome de I'exemple 1 avec
un logiciel de calcul formel. Représenter en 3D le tétraedre et les
différents cylindres.
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3. Cylindre passant par cinq points

On cherche a présent a déterminer les cylindres passant par cing points donnés py,..., ps
qui sont deux a deux distincts. On conserve les hypothéses (1) sur les coordonnées des points

P1, P2 et ps et on pose py = (X4, V4, 24), ps = (X5, 5, 25). D'apres I'analyse précédente, il est
naturel de considérer le systeme

(6) { Cpropaapanps (10, 12)
Cprpaps.ps(hm, 1)

0
0.

Théoreme 2. Par presque tous les choix de cing points distincts de U'espace affine réel de di-
mension 3, il passe au plus six cylindres.

[...]
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3. Cylindre passant par cinq points

Possibilités pour les candidats :

» Préciser et expliquer ce que signifie « Par presque tous les choix » dans
I'énoncé du théoreme 2.

» Illustration informatique : utiliser un logiciel de calcul formel pour
vérifier certains passages de la démonstration du théoréeme 2 (calcul
de résultants).

» Expliquer pourquoi les directions (p; p2), (p1p3) et (p2p3) sont des
solutions « parasites » du systéme en général.

» Illustration informatique : utiliser un logiciel de calcul formel pour
traiter I’exemple 3.

» Justifier les étapes permettant d’aboutir au systéme (7).
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4. Cylindre de rayon extremum passant par quatre points

Revenons maintenant a la situation présentée dans le paragraphe 2 et intéressons-nous
aux cylindres qui passent par quatre points p|, ps, p5 et py et dont le rayon est extremum.

Rappelons tout d’abord que le rayon du cercle circonscrit a un triangle est égal au produit
des longueurs de ses cotés divisé par quatre fois 'aire de ce triangle. Le carré du rayon du
cylindre de direction t qui passe par les points py, p2 et p3 s'obtient donc par la formule

N(l,m,n) .

DU, m,n)

U 2l = €| p2)A Al psll® = €| p)2 A ps = p2ll* = (E] ps — p2)?)
4x5 yin? |t

(8) Tppopsl,mn) =

en supposant que les projections orthogonales ¢, g2, g3 des trois points pi, p», p3 sur le
plan vectoriel IT orthogonal a t sont situées sur un unique cercle (de rayon le rayon du cy-
lindre). On notera que les polynémes N et D, respectivement numérateur et dénominateur
de T'p, p,,ps» sont des polynomes homogenes de degré 6 en les variables [, m, n.

[...]
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4. Cylindre de rayon extremum passant par quatre points

Possibilités pour les candidats :

» Utiliser les expressions des coordonnées obtenus dans la partie 2 pour
justifier (8).

» Expliquer le lien entre les multiplicateurs de Lagrange et la formule (9).

» Illustration informatique : utiliser un logiciel de calcul formel pour
traiter I’exemple 4.

Epreuve de modélisation - Etude d’un texte de I'option C 19/20



