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INTRODUCTION 

L’objet du problème est l’btude de certains opérateurs linéaires continus et de leurs itérés sur l’espace de 

On désignera par R le corps des nombres réels, et par C le corps des nombres complexes. On note H l’espace 
Hilbert séparable, et la recherche de vecteurs dont l’orbite est dense. ou de sous-espaces fermés invariants. 

des suites x = ( U ? ) ~ ~ O  de nombres complexes telles que la série 

converge. Pour (.,y) E H x H avec z = ( a j ) j p  et y = ( b j ) j > o  on note 

j = O  

et 
Co 

j =0  

On rappelle que l’espace H muni de la norme 1 1  . 1 )  est un espace de Banach, c’est-à-dire un espace vectoriel normé 
complet. Dans ce problème, la seule topologie qu’on considèrera sur l’espace H sera la topologie définie par la 
norme I I  . 1 1 .  Toutes les notions topologiques étudiées (ouvert, fermé, partie dense, compact, ...) se refèreront 
donc à cette topologie. De même, la notion de suite de Cauchy se refèrera à la métrique issue de cette norme. Si 
r E H et a > O ,  on note B ( z ; a )  la boule ouverte de centre z et de rayon a.  

On rappelle que pour toute forme linaire continue f de H dans C, il existe x E H tel que f ( y )  =< z,y > 
pour tout, y E H .  Si F est un sous-espace vectoriel fermé de H ,  on note FL le sous-ensemble de H défini par 

F’ = { z E H ;  < x , y  >= O pour tout y E F }  

On rappelle que F I  est un sous-espace vectoriel fermé de H ,  et que l’on a H = F @ F I .  

sera souvent appelée opérateur. Si T E L ( H )  et x E H ,  on note Tx l’image de z par T, et 
On note L ( H )  l’espace des applications linéaires continues de H dans H .  Une application linéaire continue 

Ker(T) = {z E H ;  Tx = O} 

On note 
Im(T) = T ( H )  = {y E H ;  il existe z E H t,el que y = T z }  

t J n  opérateur T E L ( H )  sera dit a image dense si Im(T) est un sous-espace dense de H .  Si S et T sont deux 
éléments de L ( H ) ,  on note simplement, ST l’opérateur classiquement noté S O T obtenu en composant T et S. On 
note 1 E L ( H )  l’opérateur identité tel que I z  = z pour tout x E H .  Si P E C [ X ]  est un polynôme, qui s’écrit 

k = n  

P ( X )  = c a k X k  

k=O 

et, T E L ( H ) ,  on note P ( T )  l’élément de L ( H )  défini par 

oii l’on rappelle qut’  T a  = 1 pour tout opérateur T .  Un opérateur T E L ( H )  est inversible s’il existe un opérateur 
T-’ E L ( H )  tcl que TT-’ = T-’T = 1. Si S est un opérateur et G est une partie de H, on note S ( C )  l’image 
directe de G et [SI-’(G) l’image réciproque de G par l’application S .  



Pour tout T E L ( H ) ,  on définit l’adjoint T* de T par la formule 

< T*x,  y >=< x,Ty > 
pour tout (z, y) E H x H. Un scalaire X E C est dit valeur propre de T s’il existe z E H\{O} tel que Tx = Xz. 
lin tel vecteur x est appelé vecteur propre. Pour tout T E L ( H ) ,  on pose 

IlTllL = SUP{ llT4l; 1141 6 11 

On rappelle que l’espace L ( H )  muni de la norme ( I . ( ( L  est un espace vectoriel normé complet. 
Pour toute partie G d’un espace vectoriel 2, on note vect(G) l’espace vectoriel engendré par G. 
On rappelle enfin le lemme de Baire : si ( E l  d )  est un espace métrique complet et 

(Un n> O 

est une suite d’ouverts denses dans ( E ,  d) ,  l’ensemble ( 0 Un) est une partie dense de ( E ,  d) .  
n > O  

La partie 1 est consacrée à des résultats préliminaires et à un exemple d’opérateur sur H. Dans la partie II, 
on 6tablit une condition suffisante pour que l’orbite de certains vecteurs de H sous l’action d’un opérateur sur 
H soit dense dans H. On étudie dans la partie III la théorie spectrale des opérateurs, puis celle des opérateurs 
compacts. La partie IV présente la construction d’un sous-espace invariant commun à tous les opérateurs qui 
commutent avec un opérateur compact, non nul donné. Enfin, on établit dans la partie V l’existence de fonctions 
dont l’orbite est dense pour les opérateurs différentiels non proportionnels à l’identité sur l’espace des applications 
holomorphes. 

Les parties II, III, IV et V sont dans une large mesure indépendantes. 

I. PRÉLIMINAIRES 

1) Soit Ad une partie fermée non vide de H telle que (F) E M pour tout (z,y) E M x M .  On pose 

do = inf{ IIzII; z E Ad} 

Montrer que pour tout couple (2, y) E M x M ,  on a 

2 )  a) Soit (2,) une suite d’éléments de M telle que 

Montrer que (zTL)  est une suite de Cauchy. 

3 )  Soit Dl E L ( H )  défini de la façon suivante: si z = (aj)j>o E H, on a 
b) Montrer qu’il existe un unique x E M tel que ))x)\ = do. 

D12 = Y = ( b j ) j > o  

avec pour tout j 3 O ,  
b j  = aj+l 

a) Déterminer Ker(D1) et Ini(D1). 
b) Montrer que IlDlll~ = 1. 
c) Pour tout, X E C tel que 1x1 < 1, soit ICA = ( X j ) j > o  E H .  Montrer que D l z ~  = Xzx 
a) Montrer que pour tout T E L ( H ) ,  l’adjoint T* de T est continu et vérifie IIT*IIL = IITIIL. 
b) Déterminer l’adjoint 0; de DI.  Montrer que D1D; = 1. 

a) Montrer que si g E H satisfait 

4) 

5) Soit F = vect({ % A ;  1x1 < 1)). 

< Q ’ Z X  > = O  
pour tout X E C tel que 1x1 < 1, alors 9 = O. 

13) En déduire que F est dense dans H. 
6) On pose 

00 

P = U Ker(D: )  
k=l 
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a) Montrer que P est un sous-espace vectoriel dense de H .  
b) Montrer que P contient une partie Q dénombrable et dense daris H (on admettra sans démonstration 

qu’une réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est encore dénombrable) . 

1I.VECTEURS HYPERCYCLIQUES 

Soient T E L ( H )  et x E H .  On dira que x est T - hypercyclique si l’ensemble 

OT(X)  = { T“x); k 3 O }  

est dense dans H .  On désignera par Hyp(T) l’ensemble (qui peut être vide) des vecteurs T-hypercycliques. 

de rayon rationnel dont le centre appartient 8. Q. 
1) 

2) Pour tout entier n > O, on note 

Soit Q une partie dénombrable dense de H .  On énumère en une suite (B,),>o l’ensemble des boules ouvertes 

a) Montrer que si x E Hyp(T), on a T k x  E Hyp(T) pour tout k 3 1. 
b) Montrer que si Hyp(T) est non vide, alors Hyp(T) est dense dans H .  

Gn = U { [ ~ ~ l - ’ ( ~ n ) }  
k>O 

a) Montrer que Gn est un sous-ensemble ouvert de H .  
b) Montrer que Hyp(T) = 0 Gn. 

c) Montrer l’équivalence des trois assertions suivantes : 
(i) L’ensemble Hyp(T) est non vide. 
(ii) Pour tout, couple (U ,  V )  d’ouverts non vides de H ,  il existe k 3 O tel que 

n>O 

Tk ( (U)nV#O 

(iii) Pour tout n 3 O,  G, est dense dans H. 
a) Soient (z,?j)  E H x H et E > O. Montrer que si R E L ( H )  vérifie les deux conditions suivantes: 3) 

R(B(X;  E ) )  n B(O; E )  # 0 

R(B(0; E l )  n B(y;  E )  # 0 

R (B(x ;  2 4 )  n B(9; 2 4  # 0 
alors on a 

b) En déduirc que si T E L ( H )  satisfait : il existe un opérateur S E L ( H )  tel que TS = 1 et une partie 
dense X de H telle que 

lim T”z = lim Skx = O 
n+m k - + m  

pour tout 1 E X ,  alors Hyp(T) # 0.  
4) On considère l’opérateur Dl défini en 1.3). Soit p E C tel que 1,uI > 1. On pose D, = pDl.  

a) Montrer que D/L[p-lDT] = 1. 
b) Montrer que Hyp(D,,) # 8. 
( )  Montrer que 0 Hyp((D,,)‘) # 0. 

k 2 1  
5) En déduire un exemple d’opérateur T E L ( H )  tel que Hyp(T) # 0 et tel que l’espace vectoriel engendré par 
les vecteurs propres de T soit dense dans H .  
6) A) Soit T E L ( H )  tel que Hyp(T) # 0. Montrer que pour tout x E Hyp(T) et tout y E H\{O}, l’ensemble 

{ < v,Tnx >; ri 3 O } 

est, dense dans C. 
1)) Montrer que l’opérateur t,ransposé T* n’a pas de vecteur propre. 
c) Montrer que pour tout polynôme non nul P E C[X]\{O}, l’opérateur P(T) a une image dense. 
a) Montrer que si z E Hyp(T) et P E C[X]\{O}, on a P(T)(x)  E Hyp(T). 
b) En déduire que si Hyp(T) # 8, il existe un sous-espace dense J de H tel que J\{O} soit contenu dans 

7 )  

l’ensemble Hyp(T). 



III. THÉORIE SPECTRALE. 
OPÉRATEURS COMPACTS 

On rappelle que l’espace L ( H )  muni de la norme d’opérateur ( 1 . 1 1 ~  est un espace de Banach. 
1) Montrer que pour tout couple ( S , T )  E L ( H )  x L ( H ) ,  on a 

2) a) Soit N E L ( H )  tel que IlNll~ < 1. Montrer que la série 

M 

n=O 

est, convergente. En déduire que 1’opérat)eur ( 1  + N )  est inversible. 
11) Soit T E L ( H )  un opérateur inversible. Montrer que si 

l’opérateur (T + N) est inversible. 
c) Montrer qu’il existe m E R tel que si l l N l l ~  6 l , ~ - l l l L ,  on a 

3 )  Pour tout T E L ( H ) ,  on définit un sous-ensemble a(T)  de C par 

u ( T )  = { X E C ;  (T - X I )  n’est pas inversible} 

L’ensemble u ( T )  rst appelé le spectre de T .  On verra plus loin que pour tout opérateur T ,  on a a(T)  # 0. On 
pose 

p(T)  = SUP{ 1x1; X E d T )  1 
On se propose de montrer la formule 

a) Montrer que u(T)  est un sous-ensemble fermé de C ,  qui contient l’ensemble des valeurs propres de 

b) Montrer que p(T)  6 llTIl~. 
c) Caractériser o(T*)  en fonction de a(T) .  En déduire que p(T)  = p(T*).  
d)  DétPrrninc3r le spectre a(D1) de l’opérateur Dl défini en 1.3). 

l’opkrateur T .  

4) Soit ( x , ~ )  E H x H .  On définit 
fz,y : C\a(T) --+ c 

f&) =< y, ( Z I  - T ) - b  > 
Par 

a) Montrer qiie fx,Y est une fonction holomorphe sur C\c(T). 
b) Montrer que limlz~+oo Z ~ ~ , ~ ( Z )  =< y,  z >. 
r) En déduire que a(T)  # 0. 

5 )  Soit r, = { z E C; IzI = T }. Montrer que pour tout T > JITIIL et tout entier naturel n > 1, on a 

6) a) Montrer que l’équation (2) ci-dessus reste vraie pour tout T > p(T) .  
b) Montrer que pour tout T > p(T) ,  il existe un réel M ( T )  tel que pour tout n 3 O, on ait 
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c) Montrer que 
71+cO Iim [suP{(llT"lL)~; tl b .>1 < p ( T )  

7 )  a) Soit n 2 1. Montrer qu'il existe 5' E L ( H )  tel que 

(T" - XnI)  = S(T - X I )  = (T - XI)S 

b) En déduire que si X E a ( T ) ,  alors An E a(Tn)  pour tout n 3 1. 
c) Montrer que la suite ( ( I I T ~ I ~ L ) : ) , ~ ~  converge vers p ( ~ ) .  

8) Soit, X E C tel qu'il existe un réel M > O tel que 

( 3 )  ll4l 6 Mll(T - Wz l l  
polir tout z E H .  Soit p E C tel que 

1 
( A  - / L I  < - (4) 2M 

a) On suppose que X et p vérifient, les équations (3) et (4). Montrer que (Iz(( 6 2 M ( ( ( T  - pI)zJJ pour tout 

b) Montrer que si X E g(T)  vérifie (3)'  on a p E a ( T )  pour tout ,u satisfaisant (4). 
c) Déduire de ce qui précède que si X E a ( T )  satisfait (X I  = p(T) ,  il existe une suite (z,) dans X telle que 

~ 1 ~ ~ ~ ~ 1  = 1 pour tout n 3 I et lim, jo3 llTzn - XznII = O. 
Un opérateur R E L ( H )  est appelé opérateur de rang fini si son image Im(R) est un espace vectoriel de 

dimension finie. Un opérateur A est dit compact si l'adhérence de l'ensemble A(B(O; 1)) (c'est à dire de l'image 
par A de la boule unité de H )  est un sous-ensemble compact de H .  
9) a) Soit, A E L ( W )  un opérateur. Montrer l'équivalence des deux assertions suivantes: 

II: E H .  Montrer que si l'on pose y = (T - p I ) x ,  on a (Iy - (T - XI)zll < 2 M J X  - pl 11y)1. 

(i) A est un opérateur compact. 
(ii) Il existe une suite (&),>O d'opérateurs de rang fini telle que 

(Pour construire la suite (&), on pourra considérer des projections orthogonales sur des sous-espaces de 

b) Montrer que A est compact si et seulement si A' est compact. 
dimension finie bien choisis). 

10) Soit A un opkrateur compact tel que p(A) > O. Montrer que si X E a(A) est tel que 1x1 = p(A), alors l'espace 
Ker(A - X I )  est un sous-espace non réduit a {O} de H .  
11) Deduire de ce qui précède que si A est compact, l'ensemble Hyp(A) est vide (on pourra distinguer les cas 
p ( A )  = O et p ( A )  # O). 

IV. VECTEURS MINIMAUX. 
VECTEURS STABLES 

1) Soit T E L ( H )  a image dense, soit z E H\{O} et soit E E]O,1111:11[. 
a) Montrer qu'il existe un unique y E H tel que les deux conditions suivantes soient vérifiées: 

et 
I IYII = inf{ II4I; IlTv - 41 6 E 1 

IITY - 41 = E 

b) Montrer qu'on a alors 

On appellera. vecteur minimal relativement à (T, II:, E )  le vecteur y ainsi défini. 
2 )  Soient 71 6 H\{O} et w E H .  Montrer que la fonction T : R -+ R définie par ~ ( t )  = 11v+tw(I est continuement 
dérivable sur un voisinage de O,  et calculer ~ ' ( 0 ) .  
3 )  Soit (T ,  2 ,  E )  vkrifiant les conditions du 1) et soit y E N minimal relativement à (T ,  2 ,  E ) .  Soit u E H arbit,raire. 
On note R e ( z )  la partie réelle de z E C. 

a) Montrer que si Re(< T*(Ty - z), I L  >) < O, il existe t o  > O tel que la fonction g ( t )  = llT(y + tu) - zll soit 
décroissante sur [O, t o ] .  



b) Montrer qu’alors 
IIY + tull 3 IIYII 

pour tout t E [O, t o ] ,  et que Re(< y, u >) 3 O. 
c) En déduire qu’il existe 6 > O tel que y = -ST*(Ty - x). 
d) Montrer que si v E H et < u,  y >= O, on a < Tu, Ty - x >= O. 
e) Établir les égalités: 

llY112 < Ty - x , T ~  >= -- 
6 

et 
I ~ Z  - Tyl12 =< 5 - TY, x > + < Ty - x , T ~  > 

f )  En déduire que < il: - Ty,z >3 E ~ .  

Dans toute la  suite, A E L ( H )  désigne un opérateur compact non identiquement nul, et Corn(A) dksigne le 
commutant de A,  c’est à dire le sous-ensemble de L ( H )  défini par 

Corn(A) = { T E L ( H ) ;  TA = AT } 

Un vecteur non nul s E H\{O} est dit stable pour A si le sous-espace vectoriel de H défini par 

Com(A,s) = { Ts; T E Com(A) } 

n’rst pas dense dans H .  Le but de cette partie est de montrer que tout opérateur compact non nul A a un vecteur 
stable. 
4) a)  Montrer que si p(A) > O, alors A a un vecteur stable (on pourra utiliser le résultat de la question 111.10). 

b) Montrer que si l’image Im(A) de A n’est pas dense, tout y E Im(A)\{O} est stable. 
5) On suppose maintenant que l’opérateur ‘4 est à image dense et satisfait p ( A )  = O. On fixe x E H tel que 
Az # O et E E]O,11~11[ tel que O ne soit pas adhérent 8. A(B(z;c)). 

a) Montrer que pour tout entier n 3 1, l’opérateur A” est 8. image dense. 
b) On note y,L le vecteur minimal relativement à (A”,x,E). On pose 

t = inf{ -. l lY”-1 l l ,  1) I lYnl l  
Montrer que pour tout n entier naturel non nul 

c) En déduire que t = O, et qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers n ( k )  telle que 

(on pourra utiliser l’équation (1) de la partie III). 
6) Soit T E Coni(A). Soient cyk E C et vk E H tels que les deux équations suivantes soient satisfaites: 

a) Montrer que limk+m cyk = O. 
In) Montrer l’kgalité 

c) En déduire que 
lim < ~ ~ ~ ( ~ ) y ~ ~ ( k ) - ~ ,  ~ ~ ( ~ ) ( y ” ( k ) )  - z >= O 

k + m  

7 )  
que pour tout T E Com(A), la suite (< T s ,  A“(’))y,(k)) - x > ) k > l  a une sous-suite convergente vers O. 

a) Montrer que la suite (A’L(k)yn(k)-l)k>l a une sous-suite convergente vers un vecteur s H\{O}. Montrer 
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b) Montrer que pour tout k 3 1, on a 

c) Montrer que le vecteur s est stable pour A. 
8) Conclure de ce qui précède que si A est un opérateur compact non nul, il existe un vecteur stable pour A. En 
déduire qu’il exist,e un sous-espace fermé L de H ,  distinct de H et non réduit à {O}, tel que T ( L )  soit inclus dans 
L pour tout opérateur T E Com(A). 
9) Montrer que les conclusions ci-dessus subsistent sous l’hypothèse suivante : A est un opérateur non nul et il 
existe un entier n, 1 tel que 14n soit compact. 

v. HYPERCYCLICITÉ DES OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS 

Soit & l’espace des applications holomorphes de C dans C. Pour tout f E & et tout entier n 3 1, on note 
r,(f) la restriction de f à l’ensemble D(O,n) = { z E C; IzI 6 n }, et on pose 

On note f ( ‘ )  la dkzve‘e k-zdme d’une fonction f, avec f ( O )  = f et f ( l )  = f ’ .  Pour (f,g) E & x &, on définit 

n= 1 

1) 

g uniformément sur tout compact de C. 

a) Montrer que d est une distance sur &. 
b) Soit (f’) une suite dans €. Montrer que limk,, d(fk,g) = O si et seulement si la suite ( f k )  converge vers 

c) Montrer que (&, d)  est un espace métrique complet. 
d) Montrer brièvement que l’application V de C2 x €2 dans € définie par 

est continue lorsque & est muni de la topologie définie par la distance d. 

notation 
La seule topologie qu’on considérera sur & sera la topologie définie par la distance d. En particulier, la 

M 

k=O 

oii les fonctions f k  et, f sont dans €, signifiera que 

2 )  Soit 4 : & 4 C une forme linéaire. Montrer l’équivalence entre les deux assertions suivantes: 
(i) q!I est continue de (& ,d )  dans C. 
(ii) Il existe un entier n 3 1 tel que 

IW)l 6 nllflln 

pour tout, f E E. 

3 )  On rappelle le théorème de Hahn-Banach suivant: si V est un espace normé sur C et T/V est un sous-espace 
vectoriel fermé de V- distinct de V ,  Il existe une forme linkaire continue non nulle $J sur V telle que , $ ! ( P U )  = O 
pour tout w E W .  

a) Soit Ç lin sous-ensemble de &. Montrer que G est dense dans & si et seulement si rn(Ç) est dense dans 

b) Montrer que si un sous-espace vectoriel 2 de & n’est pas dense dans &, il existe q5 E &*\{O} telle que 

On notera E* l’espace vectoriel des formes linéaires continues sur (E, d) .  

( T , l ( & ) ’  II . I I T L )  pour tout n 3 1. 

q!I(f) = O pour tout f E Z .  



4) Pour tout X E C, on définit ex E & par 

Pour tout entier k 2 O, on définit p k  E E par 

ex(.) = ex' 

Pk(Z) = Z k  

Fq(4 = $(ex) 

Pour tout q!I E E " ,  on définit F4 : C + C par 

Montrer que F$ est une fonction dérivable de la variable complexe, qui vérifie les équations Fq(0) = q!I(po) 
et Fi(O) = q?(pl). Montrer plus généralement qu'on a pour tout k 3 O ,  

5) Montrer que si U est, un ouvert non vide de C ,  l'espace 

&" = wect({ ex; X E U }) 

est dense dans &. 
6) Pour tout z E C, on note 

l'opérateur de translation par z ,  tel que 

On not,e D : & + Cc l'opérateur de dérivation, tel que D ( f )  = f' 

7 , : E - E  

( T Z f ) ( W )  = f ( Z + W )  

a) Montrer que 7' et D sont des applications linéaires continues de (&, d )  dans (&, d )  
b) Montrer que 

k=O 

7) Soit T : & + E une application linéaire continue telle que 

rZT = Tri 

pour t,out z E C. Dans toute la suite du problème, on supposera que T vérifie l'équation (5) pour tout z E C. 
Pour tout f E E ,  on pose 

(5) 

d o )  = (Tf )(O)  

a) Montrer que II, E &*.  
b) Montrer qu'il existe 7% 3 1 tel que pour tout k 2 O, 

c) Montrer que pour tout f E E ,  on a 

8) Pour t,out, 7u E C, on pose 

d)  Montrer que F est bien définie et que F E &. Déterminer F dans le cas T = rz. 
b) Montrer que pour tout X E C ,  on a 

T(ex) = F(X)ex 

9) On suppose dbsormais que l'opérateur T ,  qui vérifie (5)' n'est pas proportionnel à l'identité de & 
a) Montrer que F n'est pas constante. 
b) On noto 

F(C) n { z E c; 121 < 1 } = uI 
et 

F(C) n { z E C; ( z I  > l} = UL 

Montrer que les e.spaces &cil et Er,, (voir la question V.5) sont denses dans & 
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