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La qualité d e  la rédaction et d e  la présentation, la clarté et la précision des raisonnements 
ainsi que la justification des calculc constitueront des é lémenl  impor tan l  dans l'appréciation des 
copies. 

NOTATIONS GENERALES 

N : ensemble des entiers naturels ; 
N* : ensemble des entiers naturels privé de O. 
R" est muni de sa base canonique et du produit scalaire canonique noté < .,. > ; la norme 

B(z , r )  = {z' E R"I 
~ b f , , ~ ( R )  : ensemble des matrices à n lignes et m colonnes, à coefficients réels ; Mn(R) est 

une abréviation de Mn,n(R)- 
On identifie les applications linéaires de R" dans R" et les matrices de Mn,m(R) qui les 

représentent dans les bases canoniques ; de même on identifie naturellement les vecteurs de R" et 
les matrices de Mn,l(R)- 

euclidienne sur R" est notée 11.11. - 
Ilz' - z I I  5 r } .  

1, est la matrice identité de taille n. 
&(R) : ensemble des matrices symétriques de Mn(R). 
AT est la notation utilisée pour la transposée de la matrice A. 
A E M,(R) est dite symétrique semidéfinie positive si, et seulement si, 

A E Mn(R) est dite symétrique définie positive si, et seulement si, 

Pour une fonction numérique f définie sur un ouvert O de R", différentiable en z E O, 

PRESENT-TION DU PROBLEME 

A E Sn(R) et < A z , ~  > 2 O pour tout z E R". 

A E Sn(R) et < Az, > > O pour tout z non nul dans R". 

of(.) désigne le (vecteur) gradient de f en 5.  

La première partie du problème concerne l'obtention des conditions d'optimalité du 1 ordre 
pour un problème d'optimisation avec contraintes, par une méthode itérative de pénalisation. Les 
résultats de cette partie sont utilisés dans les autres parties du problème. 

La deuxième partie concerne la minimisation d'une fonction objectif du type 
max{fl, fi, . . . , fm} avec une application à un problème d'approximation au sens de Chebyshev. 

Dans la troisième partie on étudie les préliminaires nécessaires à la détermination d'une di- 
rection d'avancée dans un algorithme d'optimisation du second ordre utilisant l'approximation 
quadratique de la fonction à minimiser. 

PREhIIERE PARTIE 

Soit O un ouvert de R", f : O --+ R une fonction continûment différentiable sur O, 
g1,92,. . . , g p  (p E No), hl, hz, . . . , h, ( q  E N') des fonctions continûment différentiables de R" 
dans R. 

L'ensemble S des contraintes est d é h i  comme suit : 

S = {z E R"I gi(z) 5 O pour tout i = 1,. . . , p  et hi(.) = O pour tout j = 1,. . . , q }  

(contraintes sous forme d'inégalités et sous forme d'égalités ; toutcfois les situations étudiées dans 
le problème ne feront pas apparaître nécessairement les deux formes de contraintes). On suppose 
que S est non vide et contenu dans O. 

z* E S est dit minimum local de f sur S s'il existe r > O tel que B(z*, r) C O et f(z) 2 f(z*) 
pour tout z E S n B(z*, r ) .  
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On dit que t* E S est un minimum global de f sur S (ou que t* minimise f sur S )  si 

Soit z* E S un minimum local de f sur S, minimisant f. sur  S n B(z*, r ) .  
Pour tout k E N* on définit 

f(z) 2 f(z*) pour tout x E S. 

i=l j=1 

i= 1 j= 1 

On désigne par xk un point de B(z*, r )  minimisant Fk sur B(t*, r ) .  

- 1.1 Prouver que pour tout k E N', Fk(z~) 5 f(z*). 
En déduire : 
( 2 )  : lim gi (zk) = O pour tout i = 1,. . . , p  
et 
( i i )  I lim hj(zk) = O pdur tout j = 1,. . . , q. 

- 1.2 Prouver que si 5 est la limite d'une suite extraite de la suite ( t k ) k c ~ - ,  alors 5 = z*. 
En déduire que la suite (ZLJLEN- converge vers z* quand k + +w. 

- 1.3 
- 1.3.1 Calculer V @ k ( U ) ,  sa norme euclidienne IlV@k(U)ll. 

En posant uk = (f(zt) ,gl(tk),  . . . , gp(zk), h l ( z t ) ,  . . . , h q ( z k ) )  montrer que l'on peut extraire 

+ 
k++oo 

k-.+oo 

de la suite 

unc suite qui converge vers un vcctcur 

(A09 A1 9 .  f ., Xp, P1, . . . , Pq) 

vérifiant 
(a) Xo, X I , .  . . , A,, p l , .  . . ,pq ne sont pas tous nuls ; 

- 1.3.2 Que vaut VFk(zk) ? Montrer encore que : 

( p )  X i  1 O pour tout i = O, 1,. . . , p  ; 

(y) Aigi(z*) = O pour tout i = 1,. . . , p  ; 

(6) ~Ovf(z*) + C XiVgi(z*) + C PjVhj(z*) = 0. 
P Q 

i= 1 )=1 

On dira quc XO, X I , .  . . , A,, p l ,  . . . , pq sont des multiplicateurs positivement homogènes en x 
lorsque les conditions (a), (p) ,  (y) et (6) précédentes sont satisfaites en z. 



2 

(QC)= Les vecteurs Vhl(x), . . . , Vh,(z )  sont linéairement indépendants et il existe d E R" 

Dans cette question on fait l'hypothèse suivante (sur z Clément générique de S) : cl 
vérifiant : 

< V g i ( x ) , d  > < O pour tout i tel que g i ( x )  = O 
et 

< Vhj(z),d >= O pour tout j = 1,. . . ,Q. 
- 2.1 Montrer que si Ao, A l , .  . . , A,, pl , .  : . , pq sont des multiplicateurs positivement homogknes 

en 2, alors A0 > O nécessairement. 

- 2.2 On dit que XI,. . . , A,, p l , .  . . , pq sont des multiplicateurs d'ordre un en x lorsque 

Montrer que l'ensemble des multiplicateurs d'ordre un en x est un convexe compact non vide 
1, A l , .  . . ,A,, p l , .  . . , p, sont des multiplicateurs positivement homogènes en x .  

de RJ'+q. 

3 

O est convexe, f : O + R est convexe et différentiable sur O ; 
gi : R" -+ R est convexe et différentiable pour tout i = 1,. . . , p  ; 
hj : R" + R est affine pour tout j = 1,. . . , Q, c'est-à-dire de la forme 

On fait pour cette question les hypothèses suivantes sur les données : O 

I c+ hj(5)  = < aj,z > -bj  avec aj E R" et bj E R. 

- 3.1 On considère la condition suivante : 

(QCC) Les vecteurs al , .  . . , aq sont linéairement indépendants et il existe 5 E R" vérifiant : 
g i ( Z )  < O POU tout i = 1,. . . ,P 

et 
< aj ,  E > -bj = O pour tout j = 1,. . . , q. 

Montrer que (QCC) implique (QC), pour tout point x de S. 
- 3.2 On suppose que (QCC) est vérifiée. Montrer l'équivalence des énoncés suivants concernant 

(e l )  I est un minimum global de f sur S ; 
(ez) z est un minimum local de f sur S ; 
(es) il existe des multiplicateurs d'ordre un en x ; 

x E S :  

P Q 

(on pourra considérer la fonction t : u E O H f(u) + C Aigi(u) + C Pjhj(u))- 
i= 1 j=1 

4 

al,. . . , On, b l ,  . . . , bn ,  Q des réels (fixés) tous strictement positifs ; 

On traite ici un exemple de problème de minimisation (avec contraintes) dans R". Les cl 
1 = ( x 1 ,  ..., x , ) ~ ~ " H f ( x ) = C D i ( e - ~ j ~ i -  1) ; 

données du problème sont : 

n 

i= 1 
n 

s = ((31,. . . , 5" )  E R" 

4.1 Montrer qu'il existe un et un seul x o  = (zi,. . . , x : )  E S minimisant (globalement) f sur 

1 C zi = Q et si 2 O pour tout i = 1,. . . ,n). 
1=1 

S. 
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Aq?L',$,hU E & L U .  OPtLOlrS. 1 3 %  - 6 - 
o u  1 

- 4.2 Indiquer pourquoi l'équation 

a une seule solution, que l'on notera r* 

(In désigne ici le logarithme népkrien et 

- 4.3 Exprimer les coordonnées X; du minimum global z* de f s u r  S en fonction de r* et 

= O par conver?tion). 
0 

a l , .  . . ,a , ,  bl, .  . . , b". 

DEUXIEME PARTIE 

Soit ra E N*, soit f l ,  . . . fm rn fonctions continûment différentiables de R" dans R et 
f : x E R" H f(z) = max{fi(z),  fi(^), . . . , fm(z)} .  Pour x E R", on pose 

- 5.1 Soit X* un minimum local de f sur R". En ajoutant une variable or et appliquant les 
résultats de la première partie à la fonction 90 et aux contraintes déhies  par les fonctions Y i  
suivantes 

~ p o  : ( t , ~ )  E R" x R c--) ~ O ( X , C Y )  = O[ ,  

vi : (z,Q) E R" x R w  vi(s,or)  = f i ( s )  - C Y  pour i = 1, . . . ,m, 
t 

montrer la propriété suivante : 
Il existe une famille ( X i ) i E l ( z * )  de réels positifs, de somme égale à 1, telle que : 

- 5.2 On suppose de plus que les fonctions f i ,  fi,. . . , fm sont convexes sur R". Montrer que la 
propriété précédente est caractéristique d'un minimum global z* de f sur R". 

6 Soit rn E N*, a l ,  a2,. . . ,a, m vecteurs de R", b1, b,. . . , bm rn réels et o 
- 6.1 Montrer l'équivalence des énoncés suivants : 

(el)  f est bornée inférieurement sur R" ; 
(e3) il existe Z* E R" minimisant f sur R" ; 

(e3) il existe des réels positifs X I ,  Xz,  . . . , A m ,  de somme égale à 1, tels que 

(e4) max{< a1,d >, < a2,d >,. . . , < am,d  >} >_ O pour tout d E R". 

- 6.2 On suppose ici que rn = Zp, avec p E N* et 

m 

Aiai = O ; 
i= 1 

aP+, = -ai, bp+,  = -b i ,  pour tout i = 1,. . . , p .  



On sait d'après la question précédente que la borne inférieure de f sur R" est atteinte. 
On suppose que les vecteurs al, a2,. . . , ap sont lindairement indépendants et on note M ( f )  

l'ensemble des déments de R" minimisant f sur R". Si z* E M ( f ) ,  préciser la valeur de f(s'). 
Montrer qu'il existe un et un seul élément de M ( f )  dans l'espace vectoriel engendré par les 

vecteurs q , ~ ,  . . . , ap.  

Soit q E N et n E N*. On se donne : 
to, i l , .  . . , t ,  q + 1 points distincts d'un intervalle [a, b] de R ( a  c b )  ; 
T O , T ~ , .  . . , rq q + 1 nombres réels ; 
yl,cp2,. . . , Fn n fonctions de [a,  b] dans R vérifiant l'hypothèse (31) suivante : 

Pour tout ensemble de n points distincts rl ,r2, .  . . , r, de [a,  b ] ,  la matrice 
A E Mn(R) de terme général akr = VL.(q), 1 5 k 5 n et 1 5 Z 5 n, est inversible. (Y { 

L'objectif de cette question est de minimiser la fonction 

1 n I 

sur R". 
. 

z*=(z;, ..., 2:) CR" telque: 
7.1 On suppose ici q + 1 5 n. Déduire des résultats de la 6 question qu'il existe 

- 7.2 Dans cette question ainsi que dans la suivante 7.3, on suppose n = q. On veut montrer 
qu'il existe un et un seul z* minimisant f sur R" ; on pose p = inf f(z). 

Z E R "  
- 7.2.1 Si p = O, prouver l'unicité de z*. 
- 7.2.2 Si p > O, on note 

n 

I+(z*) = {O 5 i 5 nl p = Z;cpk(ti) - T i } .  
t= 1 

Montrer à l'aide des résultats de la 5 question et de l'hypothèse (1-1) que : 

1-(z*) u I+(z*) = {O, 1,. . . , n}, J-(Z*) n I+(T*) = 8 

et que ces deux ensembles d'indices ne dépendent pas de Z*  minimisant f. En déduire l'unicité de 
Z*. 
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- 7.3 On consid&re dans cette question la situation suivante : 

t o  < t l  < ... < tn  
vk(t )  = tk-' pour tout Ic = 1,. . . , n. 
7.3.1 Montrer que z* = (z;, . . . ,z:) minimise f sur R" si, et seulement si, il existe r E R 

tel que 

(4 
n 

(-1)ir + C +;tf-' = si pour tout i = O, 1,. . . , n. 
k = l  

7.3.2 Soit Qn (resp. Q:) le polynôme de degré 5 n (resp. de degré n) vérifiant 

Qn(t , )  = si pour tout i = O, 1,. . . , n 

(resp. Q i ( t i )  = (-l) i  pour tout i = O, 1,. . . ,n). 
On choisit C* E R de façon que Qn - c*Q: soit de degré 5 n - 1. Montrer qu'alors 

n 

Qn - c*Q: = C x;vk 
k=l  

fournit z* = (z:, . . . , z:) minimum de f sur R". 
7.3.3 On traite ici un exemple. Soit 
t 
t o  = -1: tl  = -1/2, t z  = O, t 3  = 1/2, t4  = 1 
7 6  = 1, 7 1  = 1/2, 7'2 = O, r3 = 1/2: 74 = 1 

Trouver l'unique z* = (z~,z~,z~,z~) minimum de 

I 4 I 

sur R4. 

TROISIEME PARTIE 

Notations 
R+ : ensenible des réels positifs. 
Etant donné A E M,,(R) symétrique semidéfinie positive, on appelle pseudo-inverse de A,  et 

on note A+,  l'application linéaire de R" dans R" définie comme suit : 
Pour y E R", soit g la projection orthogonale de y sur ImA ; il existe alors un et un seul 

2: E imci tel que A t  = g. L'application (linéaire) y c-) z = A+y est la pseudo-inverse de A.  
Etant donné A E Mn(R) symétrique définie positive, on appelle factorisation de Cholcsky 

de A la factorisation A = CCT, où C E M,,(R) est triangulaire inférieure avec tous ses déments 
diagonaux strictement positifs. 

Présexhtion : Soit 6 > O, b E R" et B E S,(R). On considère le problème de minimisation 
suivant : 

(P) Minimiser f : 5 H f (x)  = - < Bz ,  z > + < b, z > sur S = B(O,6). 1 
2 



On dira que z* E S est solution de (P) lorsquc z* est un minimum global de f sur S. Résoudrc 
signifie donc trouver les minima globaux de f sur S. 

On commence par traiter un exemple simple : n = 2, b = (1, O), B = (i s>, où 0 cst 

u’n réel. Trouver la (ou les) solution(s) de (P) suivant 6 et a. 

7 9.1 On traite ici des cas où des points intérieurs à S pourraient être solutions de (P). 
- 9.1.1 A quelles conditions (nécessaires et suffisantes) sur B et b le point z* = O est-il 

- 9.1.2 A quelles conditions (nécessaires et suffisantes) sur B et b n’y a-t-il pas de solutions 
solution de (P) ? 

de (P) sur la frontière de S ? 

- 9.2 

Montrer qu’il existe X 2 O tel que : 
- 9.2.1 On suppose que z*, solution de (P), vérifie 1 1 ~ ~ 1 1  = 6. 

(a) : ( B  + A I n ) t *  + b = O ; 
( p )  : B + X I ,  est semidéfinie positive. 

9.2.2 Réciproquement, soit 2% vérifiant Ilz*]l = 6 et pour lequel il existe X 2 O assurant 
(a) et (p).  Montrer que z* est alors solution de (P). 
- 9.2.3 Soit z* vérifiant 11z*11 = 6 et pour lequel il existe X 2 O assurant (a) et 
(p ‘ )  : B + X I ,  est définie positive. 

Vérifier que z* est alors la seule solution de (P). 
9.3 Rassembler tous les cas traités en un énoncé clair et précis donnant une condition nécessaire 

et suffisante pour que z* E S soit un minimum global de f sur S. 

- 10.1 Résoudre le problème (P) lorsque B = O et b # O. 

Dans toute la suite on désignera par X1 la p l w  petite valeur propre d e  B et par El le sous- 

- 10.2 Résoudre le problème ( P )  lorsque b = O. 

espace propre associé. 

On suppose désormais B # O et b # O. Pour tout X > -A1 on désigne par .(A) la seule 
solution de 

( B  + XI,),  + b = O, 
et on pose 6(X) = IIz(X)ll. 

notamment à déterminer lim e(X) dans les différents cas possibles. 
- 10.3 Etudier les variations et la convexité de la fonction 8 sur ] - Al,+-[. On s’attachera 

u - x 1  

- 10.4 A quelles conditions l’équation 6(X) = 6 a t-elle dcs racines sur ] - Xl,+oo[nR+ ? 

- 10.5 On définit la fonction 11, :] - A l ,  +CO[--, R comme suit : 

Comment ces racines conduiscnt-elles aux solutions de (P) ? Discutcr suivant les cas. 

1 

Tournez la pagc S.V.P. 



- 10.6 Dans cette question et la suivante 10.7, on fait l'hypothèse supplémentaire suivante : 

X I  < O, b n'est pas orthogonal à El ou bien ll(B - X,In)+blJ  > 6. 

On considère l'algorithme suivant : 
0 Etape O : initialisation, Xo E] - XI,+=[. 
0 Etape k : construction de A'+' à partir de Xk : - 

Soit X t-) d k ( x )  = - Ok - 6 la fonction rationnelle de X telle que 
bk + 

ë k ( P )  = 8(Xk)' P k ( X k )  = el( / \&).  

On prend pour Xk+' la racine de 1'6quation #,(A) = O. 
10.6.1 Exprimer Xk+' en fonction de X k , 6 ( X k ) , B f ( X k )  et 6. 
10.6.2 Comparer l'algorithme précédent à l'algorithme de Newton pour résoudre l'équation 

$(A) = o. 
- 10.7 On considkre l'algorithme suivant : 

0 Etape O : initialisation, Xo E] - XI, +m[ avec d(Xo) > 6. 
0 Etape k : construction de Xk+' àpartir de X k  : 

. Factorisation CCT de Cholesky de B + XkIn  ; 

. Résolution de CCTu = -b  ; 

. Résolution de Cv = u ; 

Vérifier que cet algorithme est l'algorithme de Newton pour résoudre $(A) = O. 
Quels résultats de convergence peut-on donner à son sujet ? 



M~CANIQUE GÉNÉRALE 

Le probli.me concerne le mouvement d'un systkmc de corps ripides autour d'un point fixe. ainsi yuc Ic 
mouvcrnent d'un satellite en orhite autour d'une planete sphrrique. 

Les trois parties sont independantes. 

PREMIERE PARTIE 

Dans cette partie. on considère le mouvement d'un solide pesant (S). de masse I I I ,  de centre dïncrtie G. 
mobile sans frottement autour d'un point O fixe. Soit y Ic vecteur unitaire de la verticale ascendantc. 
g l'accélération (supposée constante) de la pesanteur; soir .Y,, le tenseur d'inertie en O de (S). 0 le vectcur 
rotation absolue de (S). 

- 
c) 

1. Montrer que le théorème du moment cinétique en O appliqué (S) s'écrit : 
---A c), 

(1) 

où w' disigne la dérivée absolue par rapport au temps du vecteur 0. 

.Y,, o + O ' A S , ,  w = n z g ( 7 A  m )  

2. Montrer que 7 vérifie I'équation : 
- (4 A y = 

y désignant la dérivée relative (par rapport au temps) de 7 par rapport a (S). 

3. Montrer que le système d'équations ( 1 )  et (2) admet les trois intigrales premières suivantes : 
u -  - 

F, (.Y,, o ) . y = C  

F2 H ;(G -.Y,, w ) + r ~ l g ( O G  . y ) = h  
u-  - -  

- 
F, y' - 1 = O 

où C et h sont des constantes. Quelles sont les interpretations mécaniques des intégrales F, et F1 ? 

4. On s'intéresse maintenant aux rotations permanentes de (S). c'est-b-dire 3 des mouvemcnts particuliers de 
( s )  pour I C S ~ U C I S  O' = I I  ;1; ( II constnnt ). 

N. Montrer que Ics rotations permanentes sont solutions de I'cquation : 

(3) II' (7 A .YI, y = rq(7 A m) -- 
- - -  

h. Soit (O ; . Y ,  y ,  i ) un triixlrc constituci. par les axes principaux d'inertie en O de (S) . On supposc ~ l u e  Ci - x,,T(Fvecteur unitaire de 0s. x,, constant). Montrer quc (3) ailniet la appartient h Oxet on pose 
solution y = i. A quel mouvcmcnt pnrticulicr (9) de (S) cette solution corrcspond-clle '? 

-- - . 
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