
ANALYSE NUMÉRIQUE 
DEFINITION 

NOTATIONS 
Suivant le contexte? les fonctions qui interviennent dans le problème seront à valeurs 

dans R ou dans Rd. 

1 s i i = j ,  
O s i i f j ,  S;j : delta de Kronecker. a,, = 

R : ensemble des nombres réels, 

C ' ( R )  : espace des fonctions numériques de la lariable réelle 
continûment dérivables, 

supp 6' : le support d'une fonction 6' à valeurs dans R 
est le plu; petit sous-ensemble fermé 
contenant tous les points où la fonction 6' 
n'est pas nulle, 

C' (IR x !O.T!) : espace des fonctions C' sur R x!O, Ti et continues sur 

C,'(IR x IO?Ti) : espace des fonctions c'(IR x [O,T[) à support 

R x !O,T[, 

compact, 

L'(ni) : espace des dasses des fonctions f telles que i f l Z  est 

Etant donné un problème différentiel (dquation différentielle plus conditions aux 

elle est continûment dérirable autant de fois que le problème l'exige et vérifie l'équation 
différentielle, les conditions aux limites etjou les conditions initiales du problème. 

0 !D o n  
O !GY 
J 'D 

limites et/ou conditions initiales) on dit qu'une fonction u est une solution régulière si z !g  
Ln 14 

PROBLÈME 110 
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91 ' Z  
J '  
91 Soit c un &el strictement positif. On cherche une application u E C'(R x R;) à 

valeurs dans R telle que 

a~ au 
at ax - + c- = O pour tout x E R et tout t > O, 

u(z,O) = u g ( x )  pour tout t E R. 

Ici uo designe une fonction réelle donnée, de la variable réelle. 

1 a) Montrer que toute fonction u vérifiant (1) est constante le long des trajectoires 
t - ( t , x ( t ) ) ,  définies SUT Ri et à valeurs dans R; x R, telles que 

= c  
& 
dt 

b) Montrer que pour tout ( x , t )  E Pi x R+ il existe 10 E R tel que u ( x , t )  = ~ ~ ( x o ) .  

- 

intégrable au sens de Lebesgue. 

On note llflfz = d / l i i z )  . 

c) Donner l'expression de u, solution de (1) vérifiant (2). 

2) Soit 3 E C,'(R x [O,T[). Donner l'expression de u solution de 
f 

aL au - + c- = rl, pour tout x E R et tout t > O, L"(IR x 10, Tj) : espace des fonctions de R x [O, T] dans R bornées a ax 
sauf éventuellement sur un sous-ensemble de u(z,O) = ~ ( x )  pour tout z E R. 
mesure nulle. 

D(i l )  : espace des fonctions numériques indéfiniment 
derivables et à support compact dans il. 

R, designe les nombres réels 2 O et HZ; les réels > O. 

JL'expression de u comporte une intégrale.) 

3) On suppose que uo E c'(IR) et que 4 E C~(R x [o ,T[ ) .  Montrer que 

REMARQUE IMPORTANTE où u est une solution de (1) vérifiant (2). 

ks correcteurs aauront apprécier des de'monstrations chares et wmpIites, mime ri elles 
ne portent que sur quelques parties de l'épreuve. L'expérience m o n h  qu'une très bonne 
note peut être obtenue dans que /'épreuve ait éte' truitée dons da btalité. 

Soit uo E L z ( R ) .  On dira que u E.L"(R x [o,TJ) est une 
solution faible de (1)-(2) si (3) est vérifié pour tout # E Ci(E x [O,TD. 
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4) Montrer que si (1)-(2) admet une solution hible alors elle est unique. 

Soit uo E Lz(lR) et soit 6 une fonction de C'(R) telle que 

mpp e = [-1,+1], e ( 4  > 0 Vz €1 - 1,+1[, p , . )dz  = 1. 
-1 

On pose 

la démonst ra t ion  n'étant pas demandée. 

5 a) Quelle est la solution faible de (1)-(2) correspondant à la condition initiale u: ? 

b) Montrer que pour tout uo 5 L*(IR), le problème (1)-(2) admet une solution faible 
unique. 

On se propose d'approcher la solution de (1)-(2) à l'aide d'un schéma numérique. 
On pose 

2, = j A z ,  j E Z, 
t,, = nAt, n E N ,  

At A = -  
Az 

OÙ Ax et At sont des réels strictement positifs donnés. On note vjn une approximation 
de u(tj,tn), où u est solution rie (1)-(2). 

Un schéma de la forme 

où 

( p) 
d - 4  est dit d'ordre psi 

1 
At 
-[u(x,t + A t )  - H(u(z  - kAz,t), ..., u(z +kAx;t))] = O((&)') 

lorsque At -.* O et que A est fixe, pour toute solution régulière u de (1)-(2). 

Pour de nombreux schémas, vérifiant notamment H linéaire, si 

00 1 = ÛO exp(ikzj), V j  E Z 

où ÛO ~ d :  et k E R alors on a 

vy = Û"exp(ikzj), V j  E Z et Vn E PV 

O ID 
P t r  
&:1J 

où in est donné par une relation de récurrence du type 

Ûn+' = g( A, kAz)û" 

avec A hé. 

On dit que (4) est & si Ig(A,kaz)l 5 1. 

Le coefficient g( A, k Az) est appelé coeficient d'umplificutiora. 

O 'G? 
3 Ib 

'--i 
J $1 !z lm 

6) Montrer que si uo(z) = exp(ikz) alors la solution de (1)-(2) est de la forme 

7) On considère le schéma 

( 5 )  
1 n+l C - 

At ("j - ui") t -("Y+* 2Ax - U7-J = o. 

Quel est l'ordre de ce schéma ? 

8 )  Montrer que le schéma ( 5 )  est toujours instable. 

9) On considère le schéma 

1 n+l 2ht - 2vjn + v j z ,  = o. 
At ("j - "3) + -(ui"+l 2Ax - &) - - 2 

C - 

Quel est l'ordre de ce schéma ? 
Est il stable ? 

Pour un schéma donné on note 

l'erreur d'amplitude et 

E,,(X,kAz) = Ig(A,kAz)l- IG(A,kAz)I 

E+(A, kAz) = -(argument g(AI k h )  - argument G(A, kAz)) 
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l'erreur de phase. 
On dit que u E L"O(R x [O.+oo[) est une solution faible de (6) et (7) sj 

10) Quel est l'ordre de l'erreur d'amplitude et de l'erreur de phase pour K petit 60ur 
le schéma de la question 9) ? 

11) Lorsque (4) est stable, le coefficient d'amplification est aussi appelé 'coefficient 
d'amortissement. 
fixé et en fonction de A, pour K fué @Our le schéma de la question 9). 

Etudier le module de ce coefficient en fonction de K, pour X 

Soient f et g deus applications Cl de ffid dans IRd. On se propose de résoudre 

aL 6 
-(z,2) .t -(f(u(+,2j)) = g(+ , t ) ) ,  E R, 2 > O, a ax (6) 

(7) u(t,O) = 2(0(2), 

OÙ u(t,f) = (u1 (t: t ) ,  ...,ad( z,t))' (zt désigne le transpose de z). 

pour tout 4 E (Ci(R x  OC$)^. (Dans la définition précédente, le symbole . désigne 
le produit scalaire euclidien classique.) 

14) Montrer que si u est une solution r6guliere de (6) et (7) alors elle est aussi une 
solution faible. 

12) Or! sppose que d = 1 et que u est une solution régulière de (6). pour O 5 1 < t ' .  
On note t w x(t) la solution de l'équation différentielle (8) 

15) Soit I' une courbe C' du plan des (t,t) (2  > O), d'équation t = ~ ( 2 ) .  On suppose 
que u est une solution faible de (6) et (7)' régulière au voisinage de chaque ciSté de 
r et admettant une discontinuité de première espèce au passage de r. Si ( + , t )  E I', 
on note 

u + ( x , t )  = lim u ( t  + e , t )  et u - ( x , t )  = lim u(t - e , t ) .  
<--.O+ C d O +  

Montrer que si (2'1) E I' (avec z = z ( t ) )  alors 

-(t)  = f ' ( u ( Z ( q ' t ) ) '  E !0,2'[? {: 
+(O) = 2 0 .  

h 
dt -(u+ - u-) = f(u+) - f ( 7 L ) .  

Indication: On prendra un voisinage D à frontière rtigulière, d'un point (z, t )  de r 
et l'on appliquera la définition avec 4 E (D( D ) ) d  sur les deux parties de D separées par 
r. 

hIontrer que si g = O alors u( t ( i ) , t )  = ~ o ( t o )  pour tout 
RIontrer que, lorsque g f O. on peut trouver u ( t ( t ) , t )  comme solution d'un 

E [o,t'[. 16) Soit u une solution r6gulière de (6) et (7) dans des domaines Oi du plan (t, t ) ,  ( t  > O 
et i = 1, ..., 1). On suppose que la iÏontière de chaque domaine O, est Cl et que u 
vérifie la relation (8) en tout point de cette frontière. 
Montrer que u est solution faible de (6) et (7). 

système d'équations différentielles. 

13) suppose d = 1, f(u) = u2 /2 et g = O. En utilisant la question précédente, trouver 17) hlontrer que 

la solution de (6) correspondant à la condition initiale 

i X L 0 ,  
ug(z)= 1-2 S i O < z l l ,  i: i l < %  

pour t < 1. 
A-t-on Km u( ., t) continue ? 

:+ 1 

-1 
1 

si - t / 2  < z < O, 
si O 5 2 < t / 2 .  

u(x,t) = 

I o  si t j 2  - < x ,  

om 
C . i r  
\Ln 
u\ 

est une solution faible de (6 )  pour d = 1, f(u) = u2/2, g(u) = O et ~0 = O. 
Est ce la seule solution faible ? 
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Soient E et F deux applications C2 de Rd dans R telles que: 

( i )  Si l'on note E"'(u) la matrice d'ordre d formée des dérivées secondes *(U), 
i, j = 1, ..., d, on suppose que 

E"(u)u mu > O pour tout v # O et tout u E Rd. 

(ii) E'(u) * f ' (u)  = F(u) 
' où E'(u) est le vecteur ligne de composantes a E / a U j ,  j = 1, ..., d, P(u)  est 

le vecteur ligne de composantes aF/auj ,  j = 1, ..., d et f'(u) est la matrice 
(afi  /au J . ) I 'I 1, ..., &j=l, ..., d -  

18) Nontrer que si u est une solution régulière de ( 6 )  et (7) on a 

a a 
$qu) + --F(u) = E'(u) * g(u).  az 

On suppose que, pour tout c > O, le problème 

(10) u'(z,O) = uo(z),  

admet une solution régulière convergeant, lorsque E tend vers O, vers u (p.p. dans R % 

[ O , + d ) .  solution faible de (6) et (7). 

Avec les mêmes hypothèses que dans la question 15), on montre que la solution 
faible de ( G )  et (7) vérifie. pour tout ( z , t )  E J?. avec x = z(t), 

& 
(11) - ( E ( u + )  dt - E(u-)) 2 F(u+) - F(u-). 

19) On suppose que d = 1. En prenant 

E(u) = lu - kl (h E R) et F(u) = sgn(u - h ) ( f ( u )  - f ( k ) ) ,  

20) On considère le problème scalaire 

aL a 1  
al: . 2  z(x, t )  + - ( - u 2 ( x ,  t ) )  = O, 

u- s i  2 < O ,  { u+ si x >o. .(.,O) = 

Donnez une solution entropique de ce problème suivant les valeurs des constantes 0 (B 

wirn 
O 'Ca On suppose d = 1 et g = 0; on cherche B approcher la solution u de (6) et (7) en J 'D 

u- et IL+. 2; 
= nht ( j  E Z, n E N), par UT défini par le schéma 2 1;' 

O I ' O  Iz 
2 !a 

x j  = j A x  et 

(12) Y#;++ - 4;-+), ,;+* = Uj" - j E Z, n E N ,  
* Im 

\ " I  

où 

+;++ = +(un J - k + 1 9  . - * 7  vj"+q+l ) 

dans R, la fonction 4 étant une application C' de Rk+qrl 

telle que 
(Mu,..+) = f(u). 

La fonction 4 est appelée flu+ numén'que de (12). Le schéma (12) peut aussi s'écrire 

(14) $+' = H ( vn j--L,---,ujlep+l)* 

On dit qu'il est d'ordre p si 
montrer que la relation (11) entraine 

u- < u+ il bb E [O, 11 a f ( u - )  + (1 - a)f(u+ 5 f (au-  + (1 - a)%+ 1. 
u+ < u- va E ro,q a f ( u - ) +  (1 - a)f(u+) 2 !(au- + (1 - a)u+). 
Une solution u de (6) telle que toute discontinuité de u- à u+ vérifie les relations 

prlcédentes est appelée solution entropique. On montre qu'elle est unique, la démons- 
t ra t ion  n'étant pas demandée. 

1 
- [ u ( x , ~  At + 4t) - H(u(x - k A ~ , t ) ,  ..., U(X + ( q  + l ) A ~ , t ) ]  = O((At)'), 

lorsque At +O,  pou X fixé. 
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21) Montrer les relations On suppose que g = O et f(u) = Au, A étant une matrice-de taille d x d à coefficients 
constants. On note Xi, i = 1, ..., d,  les valeurs propres de A supposées rielles, distinctes 
et ordonnees en croissant: < A2 < ... < A d .  O 

U 
On note ri le vecteur propre à droite (colonne) et 1' le vecteur propre à gauche 

(ligne) associés à la valeur propre Xi, (i = 1, ..., d ) :  

lu 
Ar' = Ari ,  I'A = X i ? ,  i = 1 ,..., d ,  

On suppose que ces deux bases de vecteurs propres ont été choisies biorthonormales, soit 
c 

p . r i = 6 i j ,  a , j = = l ,  ..., d.  < ln m 
au 

22) Montrer que H ( U - k . . . . ? u q + ] )  = u - XAxf'(u)- bX On cherche la solution u de ( 6 )  et (7) sous la forme 
d 

u(x,t) = ~ v i ( x , t ) r '  avec ui(x, t )  E R, i = 1, ..., d.  
i=l 

1 
t 
3 
ID 
1 

où uo = u et uj = u(z + j A z , t ) ,  j = -k, ..., q + 1. 26) Montrer que V i  est solution d'une équation de la forme (1). 

27) Donner la solution explicite de (6) et (7) en fonction de w. 1 -[u(x,t + At) - H(u(x - k A x , f ) : - - . : ~ ( ~  + (q  + l ) A X * t ) ) I  
S X  

3) Montrer que 

28) Explicitez dans le plan des ( x , t )  la solution correspondant à 

où 

Où a = (ai ,...ta$)' et b = (a, ,..., bd)' représentent deux vecteurs constants de ad. 

Que devient cette solution si A = En déduire l'ordre minimal du schéma (12). 
Quelle équation le schéma (12) approche-t-il à l'ordre 2 ? 

\O Ad 

Le schéma (14) a t  dit monotone si est une fonction monotone croissante en 
cbacun de MS arguments. On montre alora que h fonction en wcalier formée à partir 
des vj" e4kulés par (14) converge - dan3 un Sena d précher - ver8 h aolution entropique 

29) Donnez solution explicite de I'équation d'ondes linéaire 

P v  de (6) et (7). [ $ ( X , t )  - 2 - ( x , t )  6 2 2  = O, x E R, t > O, 
24) Montrer que si (14) est monotone alors p(u, A )  2 O d nous n'avons p(u, A )  = O que 

si f est linéaire. 

25) 0x1 considère le schéma (12) avec k = 1, q = O et le flux numérique 


