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ANALYSE NUMÉRIQUE 
Les vecteurs considérés sont dans &!"et écrits en colonne; si I I  E RI, litest Ic vecteur lignc tralmsposC lie 

On note ( I I ,  m>) = I I ~ V  le produit scalaire usuel, 1 1 1 1  = JX 10 nomme euclidienne sur IW" et 

u et I I  I ~ ~ C S I  une matrice I I  x I I .  

~n norme de matrice associee. 

1. P R I ~ L I M I N A I I U ~  

1 .  D&nontrcr qu'une niatricc I I  x I I  A est de raiig 1 si cl sculcinciit si il existe I I  et I* imoim i iuls tels qur: A = I I  1,' . 

2. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres dr: A = I I  IV' I I ,  11 # O .  Sous quellc condition A est-clle 
diagonalisablc ? 

3. 1 est la niatrice unit6 f i  x f i .  Montrer que dit (1 + I /  vt) = 1 + V'II. 

5. Expliciter l'inverse de I + I I  1,' - quand il existe - sous la forme I + a I I  I,', a E R. 

6 .  Soit A une matrice I I  x I I ,  inversihle. Montrer cltic, pour toute matrice B ciirrCe d'ordre I I  telle que 
1 B 1 - 1 A-' 1 < 1, la niatrice A -t- B eht  inversilde. 

7. Cette qucstion n'iiitervicnt pas ilaiis la suite il i i  prol)l2iimc. 
Soit A une matrice I I  x I I  syniCtriquc CI I I  Z O.  On notc A, < A: ... Q A,, les valcurs pi-opres ilc A ct 

AI 6 A >  ... Q A:, cellcsdeA + p I I I I ' .  p E BB. 
I A  cliic&)ii csi ilc i~ioiitrer qiic p 2 0 iimil~liqiic >.Il 2. A CI que V p ,  A: 2 A . 

Pour cela 011 peut introduire une niatricc orihogonolc R tcllc que Il' I I U '  R = 
II'  I I  ( J  

Alors R' AR = [% :,- ,1; coiiinic A,, cst symi.triqiic, il cxistc uiic matrice ( 1 1  - 1 ) x - I ) ort~iogo- 

ilale S telle que S' A,,- I S = diag {(I,;  I = 1, ... , I I :  .On pose Q = R 

evaluer Q' AQ, Q' (A + p i d )  Q et utiliser 1;i rcl;itioii suivante valal)le pour toute mitricc syimiArique 13 Je 
valcurs propres A, (B), i = 1, ... , I I  : 

1, (13) = Milx Milm 2 13 .v/.td-.v 
F,IIIIIIFO(-I r G F ' , x  C I 1  

o i ~  F ddsignc un sous-espimcc vectoriel il'ort1iiigon;il FA Jans R'' . 

8. On définit la norme de Frobinius d'une matrice I I  x I I  A par : 
,, 

1 A 1; = 1 4, = tr AA' (tr = trace). 
1 . j -  I 

Démontrer les résultats suivants : 
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Soit R un ouvert de R". x* E R . On considkrc une fonction f :  Q - R" de classe Cl ayant x* pour uni- 

La mithode de Ncwton de résolution def(x) = O s'écritj" (x , )  (x ,+ - x k )  = - f ' ( ~ , )  ou encore : 

que zéro dans Q . On suppose de plus la matrice/' (x) inversible pour toui x E Q . 

x h t  1 - x A  = - f' ( x h ) - l  f(xA). 

On considkrc dcs méthodes du type : ( 1 )  B,(Xk+I - X h )  = - f ( x h )  

OÙ les mainces B, Sont générées itérativement à paflir de B,, par une formule donnant BA+ 
X k t  I .  Si on a xk+ = xk ( 1 )  impliquef(x,) = O, donc x, = P si x, E Q . On suppose dans toute la suite 

partir de xA. BA, 

x k t l  ' x k .  

On utilise les notations sk = x,, - x,, yA = f(~-, , I )  - f ( x A )  et polir les calculs intermédiaircs oii rein- 
place s, par s ,  y k  par y, B, par B et B,, par B .  
1. Dt-crire la méthode ( 1 ) (2)  pour n = I . - 

On suppose rnaintcnant n 3 2 .on écrii (2 )  sous la forme : (3) 

(4) 

Bs = y. 

Min tle determiner B o n  inipose (IL. plus que : fiz = 13: v i tcl cpc Z ' S  = ( 1  . 

13 = u t (y - B S )  s'/s's 
- 

2. On pose C = B - B . Déterminer C h partir clc: ( 3 )  (a). On trotive : 

3. Montrer que est l'unique solution du problème : 

( 5 )  

m i n I l i  - ~ 1 ~ ;  Bs=,,) 

On appelle méthode 9 la méthode (1)  et : ( 6 )  r3A + 1 = 13, + ( b i  - 13, s;) .si  / S i  .SA , 

LI constructibiliti dc cette méthodc, c'cst-h-dire Ic fait C ~ I I C  xk E S2 est uxamin& plus loin. 

3.a Soit Aune matrice n x n régulière. Montrer que : , 

( ~ + f l f l ' I = A - I -  l A - h f f & J A - l  si O =  1 + v ' A - ' u # 0 .  
a 

b. En déduire qu.e ( 1 )  (6) peut s'écrire (HI,, xi, donnCs) : 

(7) 

(8) 

x , + ~  = x, - H,/(X,) 

H,, , = une expression de s,, H,. yk a prkciscr, en supposant .Si A # 0 . 

5.  

6. 

7. 

8. 

Comparer les coilts de la mithode dc Newton sous la forme : nombre d'eviiluations de fonctions pour Ic. 
calcul d e l '  (xA) el f ( x A ) ,  nomhre d'op6r;itions 616nicntaircs pour r~soudrc!f' (A',) s, = - J (A,)  c't C ' C I I ~  dc' 1;i 
ricurrence (7)(8). 
On ne demande que des évaluations du type O ( IP)  . 
On suppose jusqu'a la fin du problème qu'il existe 1 tcl que : 

et que R est convexe. 
On pose Ek = B, - f '  ( x k )  et pour Ics culculs interni6diiires o n  remplace Eh par E, El + par E , .vA pior s et 
x,+'~ par x . 

~ ~ ' ( x ' ) - ~ " ( x ) ~ C A ~ X ' -  X I  V x , x ' E R  

- 

- 
Vérifier que : (9) E = E(1 - ss'/s's) + (y - f ' ( X ) s ) S ' / S ' S  - If'(;) - f'(.r)1. 

Démontrer que : 

Soit 1 IM une norme matricielle quelconque. Montrer qu'il existe C telle q t ~ e  VA', .; E R v6ri- 
f ian t ic  - x * l  

(10) 

En déduire que : ( 1 1 )  < \ E l  + C ( X -  x * I .  

I x -  x * l  I'onait: 
lËIM C I E ( I  - ss'/s's)l,, + C l x  - x * l .  

Tourricz la page s.v.p. 
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Soit E une matrice n X 11,  x E R . 
On suppose quef' (x) + E est inversible et on d6finit .:par : 

(12) (x) + [f'(x) + El (.; - X )  = O .  

O ( x  - x*) designe un vecteur de W" tendant vers zCro quand .v tend vcrs s*. 
B , , ( . ~ * ) = { x ; l x - x *  1611;- 

0 1 1  S1I~)POYC r # X CI  011 I'OW p = 1 1i (.; - S )  1 / 1 - A 1 . 

1.  Démontrer la relation : 

(13) ( 1  - ~ f ' ( ~ ) - ' ~ p ) ~ ~ - ~ * ~ d ~ ~ - . ~ * ~ ~ ~ " ( . ~ )  'IIp + lJ"( .~) - l ' ( ,~*) l  + I O ( . V - . \ ' ) : ]  

2. En déduire que V E E ] O ,  I [  il existe a et q tcls que : 
1; - X* 1 C E 1 x - X* 1 V .Y E B, , (x* ) ,  V E telquep d U. 

On utilise les définitions suivantes : 

x, converge Iindairemcnt vers x* si et scuIcincn~ si il cxistc' kll E N et t' E 10. I I  t d s  i p c  
I X , + ~  - x * I  < E I X ,  - x * l ,  

x, converge superlinéairenlent vers s* si et seulenient si il existe 4, E N et une stiitc 
E, E 10, l[ , E, - 0 telsque 1 x,+, - x* 1 < eh 1 xA - x*  1 ,  

V k  2 4,.  

v k > 4 ) .  

On considère E E ]O, 1[ fixé et a et q qui lui sont associés h la question 2. Soit .yl, E B,, (s*) et 
1 El, 1 d u . On se donne une suite EL telle que f' (xA) + EA soit inversihlc pour tout k .  On rappelle 
que l'on suppose x,+ , # xA pour tout k ;  on pose pA = 1 E, (:A, , - x,) 1 / 1 x h ,  , - .yh 1 et O I I  q i p o s c  
u, d a V k .  

3. Démontrer que x, est constructible et converge linéairement vers x* 

4. On suppose de plus lim pA = O. Montrer que xA converge supcrlinCaircnieiit vcrs x* . 

5 .  Montrer que si x, converge supcrlinéaireme~~t vers x* on il lin1 pA = O , 

6. (On demande de bien détailler la démonstration de cette qiicstion.) 

k - m  

A - -  

On considère l'itération ( I ) (6) avec x,, et BI, donnés. 

Montrer qu'il existe 6 et 
impliquent que l'itération est constructible, que l'on a : 

(dépendants de E etf ' (x*)) tcls que xl, E B ,  (x * )  et 1 B,, - j' (.Y,,) 1 d Ü 

I X k + I  - X * l  < E I x k  - x * l  

et que xk converge linéairement vers x* (utiliser ( 1 1)). 
On dit que cp est une F-fonction si cp : R + - 
lirn cp (p,) = O on a lim pt = O .  

IF8 ' et pour toute suite J e  réels ph tcllc que 

k -  (D k - a l  

7. Déduire de (lu),  en prenant pour 1 IL, la norme de Frobénius, que s'il existe P tel quc 
1 E 1, Q E V E alors il existe une F-fonction cp telle que : 

(14) IqI; C [ 1  - cp(p)1 1 El,; + c 11 - X * l  

VX,;ER etvérifiant l i - x * l  < l x - x * l .  

8. Montrer que la série des cp (p,) 1 Eh IF est convergente et en dtiduire la convergcnce superlinéaire de xA 
vers x * .  
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L'objet du problème est I'itudc des propriCtés ilcs systèmes n o n  hoIonomes de Chaplygin il;ilis Ic 1mt 

Dans les parties 1 et II, on étahlit la méthode de r6duction des équations du mouvement pour Ics sys- 

Dans la partie 111, une application simple est proposée. 
Les parties IV et V sont consacrécs au cas de la 'roupie magique. 

d'étudier le comportement d'une toupie appclie u Toupic magique n, 

tèmes de Chaplygin. 

PARIIE 1 

Soit un système matériel (Z), en mouvenient par rapport i un repère absolu, dont la position par rapport 
à ce repkrc dépend de n + k paranittres (qI , ... , A). Ces paramktrcs soiit des fonctions du teiiilx suppi)sC;cs 
deux fois continûment différentiables. On note q, la dérivée première dc q, par rapport a f .  Lc système (X) est 
soumis à des forces données dirivant d'une fonction de forces U ( q ,  , ... , q,, 1). 

On suppose que les paramètres (qI , ... , q,l+ A )  soiit liés par k relations non holonomes : 
,, + I .. . c (;/ + fi/, = O ( p  = 1 , ... , k ) 
i -  1 

où les quantilCs fil,/ et ci/, sont des Ioncrions coiitiiiiiniciit ilil'l'hiirial,Ics i leh pr;iiiii'tres (C I ,  , ... , q,, , &, I) .  

1 .  Montrer que les équations du mouvement de (E)  s'Ccrivcnt : 

a (c) - (T + U) = kj;til,/ ( j  = 1 ,  ..., I I  + k )  
dt a 9/ a 9/ /' - I 

où T (q,, 9,, 1) désigne l'énergie cinétique de (2)  et ( A , ,  ... , LA) soiit les multiplicateurs de Lagrange. 

2. Montrer que si l'énergie cinétique et la fonction de ftorces ne iICpcndent pas explicitcnicnt du temps et si Ics 
contraintes non holononies sont homogènes (u,, = O ;  p = 1, ... , k ) ,  le systènie des Gqiwiaiis d u  iiwuvciiwiit 
admet I'int6grale première : 

Tz - Ta, - U = / t  , 
où h est une constante, T2 est la partie qtiatlraticpc par rapport ~ I U X  vitesses (i, ilc I'Ciicrgic cinCtiqtic, 'r,, 1;1 
partic indCpcitdantc des vitcsscs. 

PARTIE 11 

On suppose maintenant que le système (1) est un système non holonome de Chaplygin. c'est-i-dirc que 
les k relations non hoIononies ( 1 )  sont homogènes et peuvent SC nicttre sous la forriie suivantc: : 

(3) 
,, 

911 = c btlr 4, (p = n + 1 ,  ..., II + k )  
r -  1 

dans lequel les fonctions b,,ne dépendent que des I I  premiers paramètres ( c i 1 ,  ... , 9,,) et du temps; de plus : 

(4) a T  a u  
a Yll a 9, (p = n + 1, ... , N  + k) - - - - O  

1. Montrer que les équations du mouvement de (Z) s'écrivcnt : 

[ ( r =  1 ,..., n ;  p = n +  1 ,..., / i + k )  

où (x,,+ 1 ,  ... , x , ~ + ~ )  sont k multiplicateurs de Lagrange. 

Tournez Isr page S.V.P. 
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2. On suppose que l'énergie cinétique T, la fonction de forces U et les fonctions b,, sont indépendantes du 
temps. 
On introduit les quantitks suivantes : 

( r =  I ,..., I l ;  p , k = I l +  1 ,...( I l + & )  

Déduire des équations (5) le système réduit : 

1 (1. = 1, ..., I I )  

3. On suppose que les liaisons sont indépendantes du temps. L'énergie cinétique T (q,, i,, 4,) ( r  = 1, ... , 1 1 ;  

p = I I  + 1, ... , n + k )  est une forme quadratique définie positive des vitesses (q,, c i , )  que l'on peut mettre 
sous la forme : 

(7) 

où les fonctions Ai,,, A,, et A,, dépendent de ( q l ,  ... , q,,) et AA, - APh; A,, = A,, . 

a. Montrer que les seconds membres Q,sont des formcs quiidritiques par rapport a ( ( i , ,  ... , fi,,) : 
. .  m + k  n 

Q, = 1 1 %YV,n(7,% ( r =  1, ..., n ) .  
, - R + I  p r - l  

Expliciter les fonctions 8,, en fonction des coefficients de la forme quadratique (7). 

b. Montrer que le système (6) admet l'intégrale première 
T'- U - h 

dans laquelle on montrera que T' est une forme quadratique définie positive des vitesses : 

1 T'- - onq,c;, 
2 ,.,- I 

Expliciter les fonctions a,. 

Tournez la page S.V.P. 
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Dans cette partie, le système (X) est un patin représenté par une barre rectiligile infiniment mince AH qui 
glisse Sans frottement sur un plan rapport6 a deux axes orthonom1t.s absolus (Os, Oy). On dtkigne par H I'niiglc 
(Ox, AB) et paTx et y les coordonnCes d'un Roint C appartenant a AB. GCtant le centre d'iiiertie de AI), on 
pose CG - b W, où b est une constante et W est le vecteur uriitairc de AB. J est Ic ~no~i ic~i t  JiiieIiie dc AD 
par rapport à C. 

Une liaison impose au vecteur vitesse de c d'titre parallèle à AR; cette liaison cst suppos~c parfaitc ci la 
barre n'est soumise a aucune autre force. On pose qI = x, q2 = 6, q, = y. 

1. Montrer que l'on a un système non holonome de Chaplygin dont on peut Ccrire les Cquiitions SOLIS 1;i lornie 
réduite : 

Expliciter T', Q I  et Qz . 

2. Montrer que le problème se réduit à des quadraturcs. 
(On pourra montrer l'existence d'une intégrale prernikre supplimentaire.) 

PARTIE IV 

Dans cette partie, le système (X) est le système non holonome de Chaplygin envisagé dans la deuxième 

On suppose de plus que, p étant un entier strictement inférieurà t1 : 

partie, les hypothèses faites en 11.2. et 11.3. étant en outre remplies. 

= O  ( a = p +  1 ,..., tz ;  r =  1 , . . . , I I ) .  
aT* a u  aa 
a 9, a 4, a (7, 
----1 

II en résulte que les variables (4,,+ , ... , y,,) n'iniervicrinciit pas expliciicnierii dans Ics &lti;~iions ( 6 )  : ccs 
variables sont des paramètres ignorables. 

1. Montrer que le système réduit (6) admet une famille particulière de solutions (mouvements stationnaires) 
définie par : 

9. I = qP 1 ,  9cr-%f+ 9," 

où les n constantes (q!, O,) satisfont les équations : 

(a = p + 1, ... , n )  l q ' ; = o ,  q,= O, (i = 1. ... , p )  

et les conditions de compatibilité : 
n + k  

et OÙ les ( n  - p) constantes 9: sont arbitraires. 
Que deviennent les conditions (W') lorsqu'il n'y a qu'un paramètre ignorable ? 

Tournez la page S.V.P. 
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On considère une toupie (S), pesutrrr, tioti hom~g‘L;tw, ayant la foriiic d’une sphère de rayon 11. de niasse ) I I ,  

qui roule sans glisser sur un plan horizontal fixe (n). Tous les trièdres introduits par la suite sont ortlionor- 
més, directs. 
Soit G le centre d’inertie de (S), (Gx, Gy, Gz) ses axes principaux d’inertie en G et (A, B, C) ses moments 
d’inertie principaux. Le centre O de (S) appartient a l’axe G e t  on pose = ly(l constante positive. 
?vecteur unitaire). Soit (O”; x,,, y,,, z,,) un repère fixe tel que les axes O,, x,, et O,,y,, soient dans le plan fixe 
(II). 1 désigne le point de contact de ( S )  et de (n). Soient (w,,, x,) les coordonnées de G par rapport iiiix axes 
O,,x,, O,y,. On note (G; &, y ; ,  z ; )  un trièdre d’origine G, d’axcs parallèles au repère Fixe et (Ci; x’, , yl ,?) 
le trièdre ainsi défini : G, est un axe perpendiculaire à la fois à Gz et Gz, .  y designe l’angle (Gs;,, Gx,) 
compté positivement autour de mu et 8 l’angle (Gz;,, Gz) compté positivement autour de Gs, ; enfin cp 
désigne l’angle (Gx, , Gx) compté positivement autour de z. (y ,  8 ,  cp) sont les angles d’Euler.2est l’accéli- 
ration, supposée constante, de la pesanteur (2 = - gz,). 

--- 
- - -  - -  

A -  - - -  - -  
- -  - -  

- -  
- -. 

II. Montrer que les conditions de roulement sans glissement en 1 s’ecrivent : 

f. 

a , - .d ,cosq  +A?,sinq 
fi, =.d, sin q j  -9, cos q 

( i  = 1,2,3) iu a , 6 + a2 (p + a3 + 
[ j l o ’ f i 1 0 + f i 2 ~ + $ 3 +  

OÙ les fonctions&, e t 9 ,  ne dépendent que de 8 et 9. 

Diterminer l’énergie cinétique T et la fonction de forces U dont ddrivcnt les loiccs de pcbanlcur cn 
fonction des paramètres. 

On pose q l  = 8, q2 = cp, q3 = y ,  q, = x”,  u5 = y,,. Montrer que le système est un système non 
holonome de Chaplygin dont on peut Ccrire les équations du mouvement sous la h n i r :  r6duite : 

Montrer que T’ s’&rit : 

où les fonctions a,ne dépendent que de 8 et de cp. Calculer fi,, (on ne cherchera pas à expliciter les 
autres fonctions un). 

Montrer que : 
vJlz = ~ c o s q  case 
v413 = a c o s q  J vJz3 = usine sin* 

En déduire que les quantités Q I ,  Q2, Q3 sont indépendantes de 9. 
Expliciter ces quantités. 

Montrer, en utilisant les résultats de IV.l., que le système réduit (9) admet les deux solutions particulières 
suivantes : 

(E,) e -? ,  cp-0. + = w  

(E,) e - - ? ,  c p - - O .  + = w  

oh w est unc constante arbitraire. 
A quels mouvemcnts particuliers de la toupie corrcspontlcnt ccs solutions ? 

b. 

C. 

(9) 

d. 

e. 

Tournez la page S.V.Y. 
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PARllE V 

Dans cette partie, on étudie la stabilité des mouvements (E,) et (Er )  de la toupie (S). 

. 1. l h d e  de la stabilité de (E,) : on introduit les paramètres : 

u = 8 - "  2 ,  v = ( p ,  X = = + - w  

On suppose que u,  v,  sont des termes de perturbation petits et de même ordre de grandeur. 

a. Déterminer l'énergie cinétique simplifiée T: et la fonction de forces simplifiée Us obtenues 3 partir de T' 
e! U en négligeant dans ces fonctions les termes d'ordres strictement supérieurs a 2 plu rapport a i f ,  V, 
x et leurs dérivées par rapport au temps. 

b. Montrer que le système des iyuations IinGariuh iiir voisiniige dc (EJ s'Ccrit 
- 
A i i + w F ; +  K , I ~ = O  
- .. 
C I' - w F I; + K2 1' = O 

B.;= O 

( 1 0 )  

IIvcc 

7i = A + M ( I I  + 1)' 

B = B + ( N  + 1) 
- 

- c = c + rrr(n + I ) ?  

c. En déduire des conditions nécessaires de stabilite de (E,,) puis, sans calculs supplCrnentaires. des condi- 
tions nccessaires de stabilité de (E,). 

2. On envisage maintenant le cas des rotations rapides. 

II. ecrire le système obtenu a partir du système ( IO) cil faisant le changement dc variable T = (u I 

b. En supposant que les deux quantités : 

sont nCgligeables, donner des conditions nccessaires de stabiliti de (El,) puis, siins nouveaux calculs, des 
conditions nécessaires de stabiliti de (E,). 

c. Donner les conditions que doivent remplir les moments d'inertie principaux de (S) pour que (E , )  soit iris- 
table et que (EJ soit stable (au sens de l'approximation linGaire). 

+ iN-  



PROBABILITCS ET STATISTIQUES 
- 

L ' o b j e t  du problbme e s t  l 'b tude d'un algorithme stochastique de 

minimisation d'une fonction H s u r  un ensemble 2 OÙ S est de 

cardinal  f i n i  n (En prat lque n est t r b s  grand, par  exemple en 

traitement d'images 

p a r d t r e s  r&ls psitifs (Tkl. 

n z IO6). C e t  algorithme depend d'une s u i t e  de 

Dans l a  premihre p a r t i e  E = IR et H est une forme quadratique 

def inie  p o s i t i v e  : elle est donc convexe et a un minlmum unique. Les 

vecteurs a lba to i r e s  qui interviennent dans 1 'algorithme sont caussiens. 

L'algorithme converge pourvu que la suite (T,) tende v e r s  O.  

Dans l a  seconde p a r t i e  E est f i n i  et H quelconque. 

L'algorithme converge pourvu que l a  s u i t e  (Tk) 

decroissant  e t  en r e s t an t  minorbe par  une s u i t e  

tende vers O en 

(1). h k  
U i s e  d p a r t  cette probl&atique commune, l e s  deux p a r t i e s  sont 

independantes et peuvent etre abordees dans 1 'ordre qui conviendra le 

mieux A chaque candidat.  C e l u i - c i  pourra admettre le  rbsu l t a t  de cer- 

t a ines  quest ions pour t r a i t e r  les suivantes d condition de l ' indiquer  

clairement. 

PREMIERE PARTIE 

Toutes l e s  var iables  a l éa to i r e s  intervenant dans c e t t e  p a r t i e  sont 

d é f i n i e s  s u r  un même espace probabilisé.  On note la t r ibu  des pa r t i e s  

probabi l isables  e t  E l 'espérance mathématique, ou moyenne, ou intégrale  

par  rapport  A la probabi l i té .  

9.1. Soi t  S - [ l ,  2, ..., n }  e t  s o i t  (es}s la  base canonique 

de LUn ; on note  de la même l e t t r e  une appl icat ion l i n é a i r e  de d dan6 

lIln 

lXn et la matrice colonne (n.1) qui  l e  représente ; In désigne l 'appl i -  

ca t ion  identique de El" sur lui-même e t  tA la matrice transposée de 

la matrice  A . 

e t  la matrice (n.n) qui  la représente sur  c e t t e  base,  un vecteur de - 

Un vecteur a l éa to i r e  P valeurs  dans IR" e t  suivant une l o i  de 

Laplace-Causs sera  d i t  Caussien. Il sera d i t  Caussien strict s i  sa matrice 

d e s  variances-covariances e s t  régul ière  (pour abréger,  on appel lera  

cel le-ci  covariance e t  on la notera COV). 

Soi t  X - 1 Xs es un vecteur Gaussien s t r i c t  de d 
S E S  

et de covariance 

On no te  y l ' i nve r se  de r , ysk l e s  i léments de y , f l a  

dens i t é  de 

cov (X) - E ((X-m) '(X-m)) - r . 

X par rapport A l a  mesure de Lebesgue de support [R". 

Pour tout  s de S , on note Ps l 'appl icat ion de IRn dans Iln 

qu i  à x associe  x e : P x - x es ; e t  on pose : 8 s  a 

x(s) - (In - Ps) x , 

x(s) - (In - Pa) x . 

1 . 1 .  Déterminer l a  l o i  de X(s) ; on précisera : sa W e n n e .  

sa covariance, 

sa fonction caractér is t ique 

e t  sa densi té  notée gs 

pour support 

par rapport I l a  mesure de Lebesgue ayant 

( rn  - P ~ )  IR". 

1.2. Montrer que l 'on a. pour tout x de IRn : 

f (x )  - gs ( x ( ~ ) )  hs(x) 

1.3. On d i t  qu'une fonction (p de IR 

a s t  d croissance l e n t e  s ' i l  ex i s t e  un k de M t e l  que 

(respectivement Eln) dans 

P' 
m c: 
n s m m 
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A t o u t e  €onct ion  $0 de  IR dans Q mesurable e t  à c r o i s s a n c e  

(ln - PSI IRn dans a l e n t e ,  on associe la fonc t ion  Y 

d é f i n i e  p a r  : ' 

de  

On n o t e  $(s) l a  p l u s  p e t i t e  sous-tribu d e  $ rendant  mesurable 

X(s)  . Montrer que l ' esphrance  condi t ionnel le  de  

à c e t t e  t r i b u  : E ( $0 (XE) [ $(s)) est d é f i n i e  et  que Y s  (X 

e s t  un r e p r é s e n t a n t  de 

$0 (Xs) p a r  r a p p o r t  

( 8 ) )  

E ( $0 (Xs) 1 $(.)) . 

Q.2. 

2.1 .  Pour a f i x é  dans 

(R dans  IR : 

( I n  - Ps) IRn , montrer que l a  f o n c t i o n  d e  

A- hs (X es + a )  

est une d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  Caussienne par  rappor t  à l a  mesure de  

Lebesgue de  suppor t  IR . 
S o i t  2 (a) une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  ayant  c e t t e  d e n s i t é .  

2.2. Montrer que  

2.3. Montrer que 

2 . 4 .  DCterminer l a  f o n c t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  d e  

E (Zs(a)  es)  - Qs y (rrm): 

cov (Zs(a) es)  - Qs . 

Z,(a). 

9.3. Pour tout  k e n t i e r  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f .  on note  sk l 'élément de  

S tel que  : ak t k (modulo n) .  

On c o n s i d e r e  une s u i t e  de  v e u e u r s  a l é a t o i r e s  à v a l e u r s  

dans IRn . 
On n o t s  6' la p l u s  p e t i t e  soua- t r ibu  de  5 rendant mesurables 

YI. Y2, '.., Yk . 
~n pose ak - ( l n  - P ) yk . 
On suppose que  

'k 

i) Y' est Caussien d e  wyenne  m + u1 , de  covariance A 1  ; 

ii) pour  t o u t e  a p p l i c a t i o n  $0 mesurable e t  à c r o i s s a n c e  l e n t e  de 

IRn dans  Q , 

est un r e p r é s e n t a n t  de  E ( p  (Yk+')  / 9') . 
3.1. u é t a n t  un v e c t e u r  de IR' , exprimer E (exp ( i  'u Y'+') / sk) 

e n  f o n c t i o n  de  Yk 

3.2. En dédui re  que. pour tou t  k , Yk est un vec teur  g a u s s i e n  à 

v a l e u r s  dans IRn . 
C a l c u l e r  pk - E (yk - m) e t  E ((yk - m) (yk - m ) ) .  

3.3. ~n pose ,  pour t o u t  x de LR" : 

Ilxl l . ,  - G * 

Montrer que ) I p k l l y  e s t  une f o n c t i o n  d é c r o i s s a n t e  de  k .  

3.0. Montrer que l e  produi t  : 

( l n  - Qn Y) ... (In - Q, Y) e s t  une a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  s t r i c t e m e n t  

c o n t r a c t a n t e  pour II I I  
En dédui re  que 

en l o i  vers  y: . 

Y'  

l i m  E (y') - m. p u i s  que l a  s u i t e  ( Y  k 
k- 

converge 

3.5. Quel le  e s t  l a  l o i  de  Yk dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  : 

u l - o , ~ l - r ?  

4.4.  On se donne une s u i t e  (TkIkbl de r é e l s  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f s  

t e l l e  que : 

l i m  Tk - O . 
k -  

On reprend  l ' a lgor i thme de l a  q u e s t i o n  3 en y remplacant l a  fonc t ion  

hs par  l a  fonc t ion  : 
k 

n 
C 
ID 
I 
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