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ANALYSE NUMERIQUE

Les vecteurs considérés sont dans R et écri :
tdans R” et €crits en colonne ; si « € R”, ntes i 3
f . utestle vecte
u et uvtest une matrice n X . ’ le vecteur ligne transposé de

On no = u* it scalai 3
note (u, v) u'v le produit scalaire usuel, ful = Ju'u la norme ecuclidienne sur R” e

u
l““T Ju#Q } la norme de matrice associce.
1. PRELIMINAIRES

1. Démontrer quunc matrice 1 X 1 A estde rang 1 si ctsculement siil existe g et v non nuls iels yue A = .

~

. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de A = uv u, v # 0. Sous quelle condition A est-clle
diagonalisable ?

3. lestla matrice unité n X 7. Montrer que dét (I + vt = 1 + v
4. Montrerque juv'| = |u|}vietque |1 — vyt] = 1 Vv itclque | v] = 1.
5. Expliciter l'inverse de I + uvf — quand il existe = sous laformel + auwv',a € R.

6. Soit A une matrice n X n, inversible. Montrer que, pour toute matrice B carrée d'ordre o1 telle que
(B - ]A™'| < I, lamatrice A + B estinversible.

7. Cette question n'intervient pas dans fa suite du probleme.
Soit A une matrice # X n symétrique et ¢ # 0. On note &, € A, .. € X, les valeurs propres de A ¢t
A €Ay . €A cellesde A+ pun',p €ER.

La question est de montrerque p 2 O implique 2] 2 &) ctqueVp, & 2 Ay

. . . ~ wu U
Pour cela on peut introduire une matrice orthogonale Riclle que R'un'R = l 0 0 } .
a o Lo I .
Alors R AR = , scomme A, est symétricue, if existe une matrice (n = 1) X (1 = 1) orthogo-
¢ -l

. . 1 0

naleStelleque S'A, S = diagla,;i = 2, .., nf .OnposcQ = R 0 S l

Evaluer Q' AQ, Q' (A + p ) Q et utiliser la relation suivante valable pour toute matrice symétrique B de
valeurs propres A, (B), i = 1, ..., n:

A (By= Max Min Bty
Fodini £ € k- 2GF' 2 £

ol Fdésigne un sous-espace vectoriel d'orthogonal Tt dans B,

8. On définit la norme de Frobénius d’une matrice n X n A par:

AR = 5 & =tAA (tr = trace).
ij=1

Démontrer les résultats suivants :
a. |ABl < [Al:|Be

fuvtle = luljv]
b. |Al € |Als < [n|A].
c |AL=w)= AR~ |Av] Vv, |vi=1.

Tournez a page S.v.D.
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_Soit Q un ouvertde R", x* € Q . On considere une fonction f: Q = R” de classe C' ayant x* pour uni-
que zéro dans Q . On suppose de plus la matrice f” (x) inversible pour tout x € Q .

La méthode de Newton de résolution de f(x) = 0 s'écrit f* (x)(x,,, — x) = — f{x,) ouencore:
Koy = X% = = f1(0)7 f(x).
On considére des méthodes du type : {1 By (xey — X = = flx)
;)ix lesslpatrices B, sont géné.rées.itérativcmen( a partir de B, par une formule donnant B, , | a partir de x,, B,,
x:j,:.sﬁl 2:1.51 Xy = X (1)implique f(x,) = 0,donc x, = x* si X, € Q . On suppose dans toute la suite

On impose aux matrices B, de vérifier : (2) ) = flee) + By (5 = x0,).

On utilise les notations 5, = x,,, — x,, y = f(x;,,) = f(x,)et pour les calculs intermédiaires on rem-
place s, par s, y, par y, B, parBet B, , parB.

1. Décrire la méthode (1)(2) pourn = 1.

On suppose maintenant n 2 2, On écrit (2) sous lu forme ; 3) Bs=y.

Afin de déterminer B on impose de plus que : 4) Bz=8z Vitdquez'y=0.
2. OnposeC = B — B.Déterminer C a partir de(3)(4). On trouve (8) B =18+ (y- Bss/s's.
3. Montrer que B est I'unique solution du probleme : min{(B - B le; Bs = ¥}

On appelle méthode & la méthode (1) et : 6) Beor =B+ (v — B.s)si/sis,.

La constructibilité de cette méthode, c’est-a-dire le fait que x, € € ¢st examinée plus loin.

4.a. Soit Aune matrice n X nréguliere. Montrer que :
| (A+ uv‘);' = Al - (—l’A'I uv Al si o o=1+vAtu#0.
b. En déduire que (1)(6) peut s'écrire (H,, x, donnés):
(7) Xeer = X = Hiflxy)
(8) H,., = uneexpression de s, H,, y, a préciser, en supposant s; H, y; # 0.

5. Comparer les coiits de la méthode de Newton sous la forme : nombre d'évaluations de fonctions pour le
calcul de ' (x;) et f(x,), nombre d'opérations élémentaires pour résoudre f* () 5, = — f{x;)ctecux dela
récurrence (7)(8).

On ne demande que des évaluations du type 0 (1) .
On suppose jusqu’a la fin du probleme qu'il existe A tel que :

[ (x)=f)]<hja'—x] Ver,x'€Q
et que Q est convexe.

Onpose E;, = B, — f'(x,) et pour lcs calculs intermédiaires on remplace E, par E, E, | par E, x par xet
A\l
X parx.

6. Vérifier que: 9) E=E({ - ss¥/s's) + (y — f'(x)s)s"/s's — [f'(f) - ' (x)].
7. Démontrer que : . Ao
fy=f(x)s| < -2-|s|-.
8. Soit | | une norme matricielle quelconque. Montrer qu'il existe C telle que Vi, X € Q véri-

fiant | x — x*| < | x — x*| Fonait:

(10) [Eju S |E(l = ss/s's)|w + Clx — x*].

En déduire que : (11} ‘E|$1E|+ Clx—a*|.

Tournez la page S.V.P.
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m

Soit E une matricen X n,x € Q.
On suppose que f* (x) + E est inversible et on définit xpar

(12) (x)+[f'(x)+ E] (x = x)=0.

6.

- Montrer que si x; converge superlinéairement vers x* ona  lim p,

< i —"
o (x — x* désigne un vecteur de R” tendant vers zéro quand x tend vers x*.

B, (x*) = {xi[x = x* | < n}.

Onsuppose £ # x ctonposep = | E(x -~ .\')|/|xl = .

. Démontrer la relation :

(13) (1= (/@ )| E = = € x =[S0 e+ 1S9 = S+ ol =ty

. Endéduire que ¥ ¢ € ]0, 1] il existe a et 0 tels que:

|x - x*|<e|x-x*| VyEB,(x*), VEtelquep <a

On utilise les définitions suivantes :

x, converge linéairement vers x* si et sculement si il existe K, €EN et e € [0, 1 tels que
| Xeer = X*| S e|x - x*|, Vk24k.

x, converge superlinéairement vers x* si et sculement si :
6, €10, 1], e, ~ Otelsque | xpy — X*| S g X —a%], VA2 KA.

il existe k, €N et une suite

On considére € € ]0, 1[ fixé et a et n qui lui som associés i la question 2. Soit x, € B, (x*) et -

| Eo| < a. On se donne une suite E, telle que f'(x;) + E, soit inversible pour tout k. On mpp‘.llg

que l'on suppose x;,, # x; pour tout k; on pose p, = | E, ( Xevr — X/ X — x| et on suppose
& <aVvVk.

. Démontrer que x, est constructible et converge linéairement vers x* . -

. Onsupposede plus lim p, = 0. Montrer que x; converge superlindairement vers x* .

k—~ o

h

0.

A~ w

(On demande de bien détailler la démonstration de cette question.)
On considere Fitération (1) (6) avec x, et B, donnés.

Montrer qu'il existe @ et 1 (dépendants de e et f’ {x*)) tels que x, € B, (x*)et|B, — f'(x)] € @
impliquent que litération est constructible, que 'ona:

| Xie = x*f<e]|x - x¥

et que x, converge linéairement vers x* (utiliser (11)).
On dit que ¢ est une F-fonction si @ :R* — R"' et pour toute suite de réels p, telle que

lime(p) =0 ona lim p, = 0
k- @

k-~ o

. Déduire de (10), en prenant pour | |, la norme de Frobénius, que s'il existe & tel que

|E|r < € VY E alorsil existe une F-fonction ¢ telle que :
(14) IElr <1 - @) |E}+C x = x*|

Vx,x €Q etvérifiant |x — x*| < [x - x*].

- Montrer que la série des @ (p,) | E, |¢ est convergente et en déduire la convergence superlinéaire de x,

vers x*.

-FIN-
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MECANIQUE GENERALE

L'objet du probleme est I'étude des propriciés des systemes non holonomes de Chaplygin dans lc but
d’étudier le comportement d’une toupie appelée « Toupic magique ».

Daans les parties [ et 11, on établit la méthode de réduction des équations du mouvement pour les sys-
temes de Chaplygin.

Dans la partie 111, une application simple est proposée.
Les parties IV et V sont consacrées au cas de la Toupie magique.

PARTIE 1

Soit un systeme matériel (Z), en mouvement par rapport a un repere absolu, dont la position par rapport
ace repere dépend de n + k parameétres (¢, ..., ¢, ). Ces parametres sont des fonctions du temps supposdées
deux fois continiment différentiables. On note g, la dérivée premiére de ¢, par rapport a & Le systéme () est
soumis a des forces données dérivant d'une fonction de forces U{q,, w., oo I

On suppose que les paramétres (q,, ..., q,, ) sont liés par k relations non holonomes :
n+ k .
(1) > a,q +a,=0 (p=1, ., k)
=1
ou les quantités u,, et a, sont des fonctions continGment différentiables des parametres (¢, ., o, 4, 0
1. Montrer que les équations du mouvement de (Z) s’éerivent :
d (0T d & .
2) —(—~—.)—-—--(T+ U= Sha, (=1,.,n+Kk
ds a q/ a q/ /)Tl pen
o T(q,, g;, 1) désigne I'énergie cinétique de () et (X, ..., 1) sont les multiplicateurs de Lagrange.
2. Montrer que si I'énergie cinétique et la fonction de forces ne dépendent pas explicitement du temps et si les

contraintes non holonomes sont homogénes (a,=0;p =1, .., k), le systeme des dquations du mouvement
admet l'intégrale premiére : '
T,-T,—U=#h,

ot hest une constante, T, est la partie quadratique par r - I S .
Lest un 2 par rapport aux vitesses ¢, de 'éncergie cinétique, T, la
partic indépendante des vitesses. % B e Lok

PARTIE I
On.suppose maintenant que le sysléme~(2) est un systéme non holonome de Chaplygin. c'est-a-dire que
les k relations non holonomes (1) sont homogenes et peuvent se mettre sous la forme suivante :

3 q.= Y b4, W=n+1,.,n+k)

r=1

dans lequel les fonctions b, ne dépendent que des n premiers paramétres (¢, , ..., q,) et du temps; de plus :

oT odU
@ W-aq-o m=n+1,.,n+k)
¢ »
’ d a T a n+k
1. Montrer que les équations du mouvement de (Z) s’écrivent : dr (a q,) dgq, (T+U)= . .;, | Xu b
) a@m__
dt (a q'") Xu

(r=1,.,n; p=n+1,.,n+k)

OU (Y4 19 - » Xus #) SONt k multiplicateurs de Lagrange.

Tournez la page S.V.P.
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2. On suppose que 'énergie cinétique T, la fonction de forces U et les fonctions b,, sont indépendantes du
temps.

On introduit les quantités suivantes :
T4 4) = T(q. ¥ b d.q)
s= 1
. oT . .
eu (qr’ qr) = [67 (qr’ > ‘I,)] n
¢ q - Z b,, ‘i;

=1

(r=1,.,n; pA=n+1,.,n+k)

Déduire des équations (5) ie systéeme réduit :

r aT 9
n+k "
Q'= z s‘ 0 vun I\
(6) ‘ u-—ntls-l
_9b, _2b,
W dq, g4,
S (r=1,..,n

3. On suppose que les liaisons sont indépendantes du temps. L'énergie cinétique T (q,, qu, g)ir=1, .., n;
p=n+1,..,n+ k)estune forme quadratique définic positive des vilesses (4, qu) que Fon peut mettre
sous la forme :

1 n+k . n+k
(7) T-_z— Z A).u /N qu +2 Z Z Aurqu ‘l, + Z An qrqs

Ap=n+1l p=ns+l r=1 rs=

ol les fonctions A,,, A, et A, dépendentde(q,, ..., qletA,=A A=A

sr*

a. Montrer que les seconds membres Q, sont des formes quadratiques par rapport a (1 s G

n+k

Q’ = Z Z eupvun q.\ qp (r= 1: "-vn)-

p=a+l ps=1

Expliciter les fonctions 8,,, en fonction des coefficients de la forme quadratique (7).

b. Montrer que le systéme (6) admet l'intégrale premiere
T —-U=h
dans laquelle on montrera que T est une forme quadratique définie positive des vitesses :

T=% S a.d,4,
2 rs=1

Expliciter les fonctions a,,.

Tournez la page S.V.P.
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PARTIE 111 ®
(¢
<
A
Ko

o © Tx

Dans cette partie, le systeme (Z) est un patin représenté par une barre rectiligne infiniment mince AB qui
glisse sans frottement sur un plan rapporté a deux axes orthonormés absolus (Ox, Oy). On désigne par 8 l'angle
(Ox, AB) et par x et y les coordonnées d’un point C appartenant a AB. G étant le centre d'inertie de AB, on
pose CG = b W, ou b est une constante et W est le vecteur unitaire de AB . J est le moment d'inertic de AB
par rapporta C.

Une liaison impose au vecteur vitesse de C d'étre paraliele 3 AB; cette liaison st supposée parfaite ct la
barre n'est soumise a aucune autre force. On pose ¢, = x,¢, = 0, ¢; = ).

1. Montrer que I'on a un systéme non holonome de Chaplygin dont on peut écrire les équations sous a forme
réduite :
d@Ty 8T
alag) "5, - =12
, :

Expliciter T, Q, et Q,.

2. Montrer que le probléme se réduit a des quadratures.
(On pourra montrer I'existence d’une intégrale premicre supplémentaire.)

PARTIE IV

Dans cette partie, le systéme (Z) est le systéme non holonome de Chaplygin envisagé dans la deuxiéme
partie, les hypothéses faites en I1.2. et I1.3. étant en outre remplies.

On suppose de plus que, p étant un entier strictement inférieur & n:

3T° _3U_20Q, _
0q, 9g, dgq,

0 (a=p+1,..,n0; r=1,.,n).

Il en résulte que les variables (g,., ..., ¢,) wintervicnnent pas explicitement dans les équations (6) : ces
variables sont des parametres ignorables.

1. Montrer que le systéme réduit (6) admet une famille particuliere de solutions (mouvements stationnaires)

définie par :
9=4q), qu=w.t+q} (@=p+1,.,n)
qi=0! du=wu (i=],---,P)
oli les n constantes (¢!, w, ) satisfont les équations :
ouU n 1da nyk
8 -— + w, wy | + 0,4 V.| =0 i=1, ..,
®) 9gq; a,ﬂ-zla+l ’ 2 dgq, u-zn+l wh e ( P)
et les conditions de compatibilité :
n+ k
@) > 0,8 Vyay = 0 (a,B,y=p+1,..,n)
p=ntl

etou les(n — p) constantes q° sont arbitraires.

Que deviennent les conditions (¥ ) lorsqu'il n’y a qu'un paramétre ignorable ?

Tournez la page S.V.P,
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(S) y
2. Application.

On considere une toupie (S), pesante, non homogeéne, ayant la forme d’une sphere de rayon «, de masse m,
qui roule sans glisser sur un plan horizontal fixe (x). Tous les triedres introduits par la suite sont orthonor-
més, directs.

Soit G le centre d'inertie de (S), (Gx, Gy, Gz) ses axes principaux d'inertie en G et (A, B, C) ses moments
d’inertie principaux. Le centre O de (S) appartient a I'axe Gy et on pose OG = 1y (1 constante positive,
y vecteur unitaire). Soit (Oy; Xy, Yo, Zy) un repére fixe tel que les axes O, x, et O, y. soient dans le plan fixe
(n). I désigne le point de contact de (S) et de (). Soient (v, y,) les coordonnées de G par rapport aux axes
0, %,,0,,. On note (G; Xy, ¥y, 2,,) un triedre d'origine G, d'axes paralleles au repere fixe et (G; X, ¥}, 2)
le triedre ainsi défini : Gx, est un axe perpendiculaire  Ia fois 2 Gz et Gz,. v désigne langle (Gx,,Gx,)
compté positivement autour de Gz, et 0 I'angle (Gzj,, Gz) compté positivement autour de Gx,; enfin ¢
désigne I'angle (Gx,, Gx) compté positivement autour de Gz. (y, 8, @) sont les angles d'Euler.g est I'accélé-
ration, supposée constante, de la pesanteur (g = ~ £7,).

a. Montrer que les conditions de roulement sans glissement en | s'écrivent :
Xo=a,0+a,9+azyp a,=s7,cosy +RB,sinp
Yo=Br0+B.0+Bsp = siny —@ cosyp

ot les fonctions.%; et #; ne dépendent que de 6 et @.

b. Déterminer Pénergie cinétique T et la fonction de forces U dont dérivent les forees de pesanteur en
fonction des parametres.

c.Onposeq, = 0,9, = 9,9 =¥, q, = X, ds = y,. Montrer que le systeme est un_sysl‘emc non
holonome de Chaplygin dont on peut écrire les équations du mouvement sous la forme réduite :

d@Ty o(T +U)
d@TY_3(T +U) _ =1,2,3).
® dt(a q,) aq, v !
d. Montrer que T s’écrit : T = 1 23: a.q,4q, (a,= a,)
rs=1

ou les fonctions a,, ne dépendent que de 8 et de @. Calculer a,; (on ne cherchera pas a expliciter les
autres fonctions a,,).

Vi = @acosy cosB
e. Montrer que : V43 = AcosY
Vi = asinBsiny
0
Vis T T3y (Van) (rns=1,23).

En déduire que les quantités Q,, Q,, Q, sont indépendantes de .
Expliciter ces quantités.

f Montrer, en utilisant les résultats de 1V.1., que le systéme réduit (9) admet les deux solutions particulieres
suivantes :

(o) =%, =0, Y=o
E)6=-%, ¢=0, y=o
olt w est unc constante arbitraire.

A quels mouvements particuliers de la toupie correspondent ces solutions ?

Tournez la page S.V.P,
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PARTIE V

Dans cette partie, on étudie la stabilité des mouvements (E,) et (E,) de la toupie (S).

- 1. Etude de la stabilité de (E,) : on introduit les paramétres :
u==9—12‘-, v=o, =y
On suppose que u, v, x sont des termes de perturbation petits et de méme ordre de grandeur.
a. Déterminer I'énergie cinétique simplifiée T} et la fonction de forces simplifiée U, obtenues 2 partir de T

et U en négligeant dans ces fonctions les termes d’ordres strictement supérieurs a 2 par rapport a u, v,
x et leurs dérivées par rapport au temps.

b. Montrer que le systeme des équations linéarisées au voisinage de (E,) s'écrit

Ali+wFv+ K u=0

{10) Cv-wFu+K,r=0
‘Bi=0
avee
A=A+ ma+1)? K, = 0 (A-F) = mgl
B=B+ ma(a+1) K, = w? (C-F) = mgl
C=C+ mla+1)? F =A+C-B

¢. En déduire des conditions nécessaires de stabilité de (E,) puis, sans calculs supplémentaires, des condi-
tions nécessaires de stabilité de (E,).

2. On envisage maintenant le cas des rotations rapides.
a. Ecrire le systéme obtenu a partir du systéme (10) en faisant le changement de variable t = 1.
b. En supposant que les deux quantités :

mgl mgl
€ = =—&-, , E, = -Fg-',
Aw’ - Cw
sont négligeables, donner des conditions nécessaires de stabilité de (E,)) puis, sans nouveaux calculs, des
conditions nécessaires de stabilité de (E,).

<. Donner les conditions que doivent remplir les moments d'inertie principaux de (S) pour que (E,) soit ins-
table et que (E,) soit stable (au sens de lapproximation linéaire).

-FIN-



PROBABILITES ET STATISTIQUES

L'objet du probléme est l'étude d'un algorithme stochastique de
minimisation d'une fonction H sur un ensemble Es ol S est de
cardinal fini n (En pratique n est trés grand, par exemple en
traitement d'images n = 106). Cet algorithme dépend d'une suite de
paramétres réels positifs (Tk).

Dans la premidre partie E = R et H est une forme guadratique
définie positive ; elle est donc convexe et a un minimum unique. Les
vecteurs aléatoires qui interviennent dans l'algoritkme sont Gaussiens.
L'algorithme converge pourvu que la suite (Tk) tende vers 0.

Dans la seconde partie E est fini et H quelconque.
L'algorithme converge pourvu que la suite (Tk) tende vers 0 en

décroissant et en restant minorée par une suite

Y
T & ).

Mise & part cette problématique commune, les deux parties sont
indépendantes et peuvent étre abordées dans l'ordre qui conviendra le
mieux & chaque candidat. Celui-ci pourra admettre le résultat de cer-

taines questions pour traiter les suivantes & condition de 1'indiquer

clairement.

PREMLERE PARTIE

Toutes les variables aléatoires intervenant dans cette partie sont
définies sur un méme espace probabilisé. On noce cg’ la tribu des parties
probabilisables et E 1'espérance mathématique, ou moyenne, ou intégrale

par rapport 3 la probabilité.

Q.1. Soit S = {1, 2, ..., n} et soit {es}s e g la base canonique

de ®" ; on note de la méme lettre une application linéaire de ®" dans
®R™ et la matrice (n,n) qui la représente sur cette base, un vecteur de
®" et Ia matrice colonne (n,1) qui le représente ; In désigne 1'appli-
cation identique de ®" sur lui-méme et %A 1la matrice transposée de

la matrice A .

Un vecteur aléatoire i valeurs dans " et suivant une loi de

Laplace-Gauss sera dit Gaussien. Il sera dit Gaussien strict si sa matrice
des variances-covariances est réguliére (pour abréger, on appellera

celle~ci covari
covariance et on la notera cov).

Soit x = ¥ X e_ un vecteur Gaussien strict de ®"

s€s * ¢
de moyeane E (X) apg = z m e
s€s * 8

et de covariance cov {X) = E ((X-m) S(X-m)) = T .

On note y 1'inverse de I , Yok les éléments de Yy , £ 1la

densité de X par rapport 2 la mesure de Lebesgue de support ®",

Pour tout s de S, on note Ps 1'application de " dans ®R"

qui & x associe x_ e : . . .
s P’x-xses,etonpou.

Xeg) " (In - Ps) X,
Xegy = (I, =PI X .
1.1. Déterminer la loi de X(s) ; on précisera : sa moyenne,

sa covariance,

sa fonction caractéristique,

et sa densité notée g, par rapport a2 la mesure de Lebesgue ayant

pour support (In - Ps) ®".

1.2. Montrer que l'on a, pour tout x de ®" :

f(x) = 8, (x(s)) hs(X)

Y
" ss
avec hs(x) 7

1.3. On dit qu'une fonction (2] de R (respectivement [R") dans €

est A croissance lente 8'il existe un k de N tel que

A+ -—L—M) soit bornée sur R

(a+ pp*

(respectivement X\ -+ $Q) bornée sur R").

(o« (A"

exp <~% t(x—m) Y Q‘ Y (x-m)) . ou Q! - Y
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A toute fonction @ de R dans @ mesurable et a croissance
lente, on associe la fonction Y’ de (In - Ps) ®" dans €

définie par :
Y, (@ - /;n @b Qe +aar.

On note (s) la plus petite sous-tribu de fF rendant mesurable
x(s) . Montrer que l'espérance conditionnelle de (p (Xs) par rapport
& cette tribu : E (¢ (x') [ J(')) est définie et que ‘Vs (x(.))
est un représentant de E ( (X.) | J'-(‘)) .

Q.2.
2.1. Pour a fixé dans (In - Ps) x®" , montrer que la fonction de
R dans R :

A e hs (A e, *+ o)
est une densité de probabilité Gaussienne par rapport 3 la mesure de
Lebesgue de support R .

Soit Zs (a) une variable aléatoire réelle ayant cette densité.
2.2. Montrer que E (Zl(a) es) - Q' Y (ma).

2.3. Montrer que cov (Zs(u) es) = Qs .

2.4, Déterminer la fonction caractéristique de Zs(a.).

Q.3. Pour tout k entier strictement positif, on note e 1'élément de

" 2 k (modulo n).

On considére une suite (Yk)k” de vecteurs aléatoires & valeurs

S tel que : s

dans IR .
On note xfk la plus petite sous-tribu de :F rendant mesurables
v, vk
On pose ak-(l -P )Yk.
n 8, '
k
On suppose que

i) Y' est Gaussien de moyenne m + u‘ , de covariance l\I H

ii) pour toute application (0 mesurable et a croissance lente de

®"  dans C ,
f POe +d9hn e +d% ar
® " *x "
est un représentant de E (O (Yk”) /5}"‘) .

3.1, u dtant un vecteur de @®® » exprimer E (exp (i ty Ykﬂ) /U"k)

en fonction de Yk .

3.2. En déduire que, pour tout k , Yk est un vecteur gaussgien a
valeurs dans K" .

Calculer p¥ = E (% - m) et E (0 - m ek - m)).

3.3. On pose, pour tout x de ®" :

HxH_' = V&% yx .

Montrer que IIukIIY est une fonction décroissante de k.

3.4. Montrer que le produit :

(In - Qn Y) ... (I“ - Q' Y) est une application linéaire strictement
contractante pour || ”Y

En déduire que lim E (Yk) = m, puis que la suite (Yk)

Ky converge
koo

en loi vers ¥ .

3.5. Quelle est la loi de Yk dans le cas particulier :

1 1

y =0,A =T ?

Q.4. On se donne une suite (Tk) de réels strictement positifs

k1
telle que :

lim T, = 0.
ke K

On reprend 1'algorithme de la question 3 en y remplacant la fonction

h par la fonction :

x hl (x) = -Z—s—k‘s—k—r exp | - A t(x-m) YQ Y (x-m)
k n Tk Tk ’k
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