Agrégation externe de mathématiques, session 2012
Epreuve de modélisation, option B : Calcul Scientifique

(public 2013

Résumé :0On étudie des systémes d’équations différentielles odisau premier ordre issus
de la mécanique ayant une structure bien précise. On €sd#éren particulier au
comportement qualitatif des méthodes numériques pourysesrnses.

Mots clefs : Mécanique. Equations différentielles ordinaires. Aspecimeriques du probleme
de Cauchy.

> Il est rappelé que le jury n’exige pas une compréhensionsthae du texte. Vous étes
laissé(e) libre d’organiser votre discussion comme voesténdez. Des suggestions de
développement, largement indépendantes les unes des,autus sont proposées en fin
de texte. Vous n’étes pas tenu(e) de les suivre. Il vous aseitié de mettre en lumiéere
VOS connaissances a partir du fil conducteur constitué paexeée. Le jury appréciera
que la discussion soit accompagnée d’exemples traitésrdimageur.

1. Systemes dynamiques hamiltoniens

Le but de ce texte est I'étude des systéemes différentielmairds de dimensionr2qui
s’écrivent sous la forme particuliere suivante :

d oH :

o T (a.p) vie(L....n),
M dt opi

dp  JH ,

H_ a_qi(q7p),VI€{17~-~,n}:

ou on noteq = (q4,...,0n) €tp = (p1,..., Pn) €t OUH est une fonction réguliéréonnéedes

2n variablesqy,...,0n, P1,. .., Pn appeléde hamiltoniendu systeme. Comme on le verra dans
la suite, de nombreux exemples de problémes issus de la m@earntrent dans ce cadre. De
facon condensée, un tel systeme s’écrit de la maniére saivan

d/a) _

ouJ est la matrice de taillerRdéfinie par blocs par

(2,19,

La solution & l'instant de (1) pour les données initialeg et pp est notégq(t),p(t)) =
# (o, po). L'application ¢{' est appelée Ifot a I'instant t du systeme. La forme particuliere
de ces systemes induit des propriétés qualitatives aurgLai va s’intéresser dans la suite :
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(P1) Le hamiltonienH est conserveé au cours du temps, c'est-a-dire

vt > 0,V(do,po) € R"xR", H(¢{"(do,Po)) = H(do,Po)-

(P2) Le flot ¢{* préserve les volumes orientés dans I'espace des pRise®". D'apres le
théoreme de changement de variable, ceci équivaut a

vt >0, det(Jad¢f')) =1,

ou Jad¢{") désigne la matrice Jacobienne de I'applicagighen tout point.
(P3) Le flot ¢ estsymplectiquee qui signifie, par définition, que

vt >0, '(Jad¢i’)).d. Jad¢r')) =J.

Toutes ces propriétés sont cruciales dans I'étude quaditdes systemes hamiltoniens. Re-
marquons qu’en réalité, la propriétE3) implique la propriétgP,). Quandn = 1, les deux
propriétés sont méme équivalentes, mais désnged, (P3) est une propriété strictement plus
forte que(Py).

Apres avoir présenté quelques exemples de tels systemesnoas intéresserons a la ques-
tion de savoir si les propriétés ci-dessus sont présereésgie la résolution numérique des
systemes de type (1).

2. Premier exemple : le pendule rigide

On considére ici le mouvement dans un plan vertical d’un pEndimple constitué d'une
tige rigide sans masse de longu¢tixée a une extrémité, I'autre extrémité étant occupée par
un point matériel de masse (voir Figure 1). On notg = '(0, —g) 'accélération de la gravité.

Le point matériel étant soumis a son pokls- mg et a la force de réaction (ou de rappRl)
exercée par latige a tout instant. En utilisant le princgpelmental de la dynamique, on trouve
I’équation du pendule simple satisfaite par I'an§lentre la tige et la verticale :

d?6 .
2) H?+?“w:0
Introduisons maintenant la quantipé= mIZ% (appelée le moment cinétique du systeme) et
considérons le hamiltonien suivant
1
H(6.p) = 5 p?+mgl(1— cosh),

qui n’est autre que I'énergie totale (cinétiqgue+potetd)adu pendule a tout instant. On constate
alors que I'équation du second ordre (2) est équivalentgstamme différentiel d’ordre 1 suivant

de JoH
—_— 2 (9
dp  oH
a——%(e,p),

qui est bien de la forme (1) poar= 1.
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Fic. 1. Le pendule (& gauche) et le systeme Soleil/Planete {@&yro

Dans le cas ou l'on s’intéresse seulement au comportemepeddule au voisinage de
I'équilibre, c’est-a-dire quand I'angl@ est voisin de 0 on peut alors linéariser les équations.
Une facon de le faire est de considérer le systeme hamitigB)een remplacant le hamiltonien
initial H par le hamiltonien linéarisé au voisinage de I'équilibrérdéoar

2
Hiin (6, p) = Wllzpzﬂng'%-

Le systeme ainsi obtenu s’écrit

dé JOHiin 1

dat - ap  meP

dp_ M

dt 00

(4)

= —mglo.

. L s . , . . 2
Il est bien entendu équivalent a I'équation de Ioscnlatharmonlque% + |99 =0 dont la
solution exacte est bien connue.

3. Schémas numériques

Les modéles présentés précédemment sont des systéemesndi#ié du premier ordre pour
lesquels de trés nombreuses méthodes numériques classantedisponibles. La question na-
turelle que I'on se propose d’aborder ici est : est-ce quargghodes préservent les propriétés
qualitatives(P1), (P2), (P3) du systeme (1) présentées dans la premiére partie ?

Donnons-nous un schéma numérique a un pas pour le probléméfifli par une application
WH - (gK, pX) — (gktL, pktl). Les équivalents discrets des propriétés en question sont

(P}) H(g*L, p*1) = H(g, p*) pour toutk, ou encoreH o W = H pour toutAt > 0 petit.

(P,) Pour toutAt assez petit on a défacVy) = 1.

(P3) Larelation'(Jac¥s).J. (Jacwt) = J est vérifiée pour toubt assez petit.

Comme dans le cas continu, on peut constater que la propFigitéest une conséquence de la
propriété(P5).
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3.1. Le cas linéaire

Commencgons par regarder ce qui se passe sur le systemedi@aiBur ce systéme simple,
on peut effectuer tous les calculs a la main et le comportedenméthodes est résumé dans le
tableau 1.

TAB. 1. Comportement de différentes méthodes sur le penduldesimg@aire

| Méthode | Volumes dans le plan des phasgsHamiltonien |
Euler explicite Augmentation Croit vers+-o
Euler implicite Diminution | Décroit vers Q
Runge-Kutta explicite d’ordre 2 Augmentation Croit vers+o

Méme si on peut observer une situation numériguement megligour la méthode de Runge-
Kutta, il apparait que le fait de considérer une méthodeddé® ne regle pas pour autant les
probléemes qualitatifs et qu’aucune des trois méthodesdémtes ne posséde un comportement
satisfaisant.

On propose donc ici une nouvelle méthode semi-impliciteeblggmeéthode d’Euler symplec-
tiqueet qui s’écrit

JoH :
gt = q!‘+Ata—p(q"+1,p"), vie{l,....n}
|

pitt = pik—Atg—:(qk”,pk), Vie{1,...,n}.
|

Cette méthode est implicite d’ordre 1 mais devient explid&s que le hamiltonien est séparé
c’est-a-dire de la formél (q,p) = H1(q) + H2(p), ce qui est le cas des modéles présentés ici
(mais aussi de nombreux autres modeles issus de la physko) le systéme du pendule
linéaire on constate & nouveau que les propriétés équieald,) et (P5) sont satisfaites.

Par un calcul de dérivation de fonctions implicites, on pairt que la méthode (5) est sym-
plectique (c’est-a-dire vérifigP;) et donc(P,)) pour tout hamiltonien régulier et toat> 1.
On peut également vérifier que ce n’est pas le cas pour leonedtiprésentées dans le tableau
1. Notez que la propriét€P,) (bien que plus faible dés que> 1) n'est pas nécessairement
plus simple a établir directement qU@;) pour les méthodes numériques envisagées dans ce
texte.

()

Concernant la propriét@;), on observe numériquement que le hamiltonien n’est pas con-
servé au cours des itérations en temps par le nouveau schiépws@. Cependant, la situation
est nettement meilleure qu’avec les méthodes d’Euler lesuebnsidérées plus haut. En effet,
on constate numériquement que le hamilori&f®X, p¥) reste proche du hamiltonien initial
méme en temps long alors que pour les autres méthodesgccekpose ou tend vers 0.

Ce bon comportement est intimement lié au fait que la méthstsyenplectique. De fagon
plus concrete, on observe qu’il existe l@miltonien approché

JoH JoH

1
(6) Happ(evp):H(97p)+§Atxd_p(97p)><%(e7p)7
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qui, lui, estconservépar la méthode d’Euler symplectique appliqué au problempeahdule
linéaire. Ceci explique le bon comportement de la méthodegmimnt de vue.

3.2. Le cas non-linéaire

La méthode d’Euler symplectique a le méme type de comporteqes précédemment sur
le probleme (3) et posséde I'avantage d’étre encore et@liDans ce cadre, le hamiltonien
approché défini par (6), n’est plus exactement conservé angieut voir que

[Happ(6%, P) — Happ(6°, p°)| < C(4)%, VK> 1,
ce qui reste satisfaisant.

4. Second exemple : le probleme de Kepler

On s’intéresse ici au mouvement d’un corps céleste légerfflanete de masse= 1) autour
d’un corps lourd (le soleil de maské&>> 1) supposé immobile. On se place dans un repére dont
le soleil est le centre et on notee R3 la position de la planéte dans ce repére (voir la figure
1). D’apres la loi de la gravitation universelle on sait qaddrce (attractive) exercée par le
soleil sur la planete est dirigée suivant la droite qui jééstdeux corps et que son intensité est
proportionnelle au produit de leurs masses et inversemmepoptionnelle au carré de la distance
qui les sépare.

Dans ces conditions, les équations du mouvement s’écrivent

d’q _ ug
7 =
) a2~ [qf’
ou u = GM, G étant la constante de la gravitation universelle edésignant la norme euclidi-
enne usuelle. Ceci s’écrit également sous la forme hamglihma (1) avea = 3, si on définit le
hamiltonien
H

En plus des propriétd®; ), (P2)et(P3), communes a tous les systéemes hamiltoniens, le systéme
de Kepler possede d’autres invariants (indépendanits)deén effet, on constate que la quantité
vectorielleA(t) = q(t) Ap(t) (appeléenoment cinétiqueest conservée au cours du temps. Ceci
implique en particulier que toute trajectoire du systemKejgler est entierement contenue dans
un plan. On est donc ramené a I'étude du systeme (1)mpeu2 en restreignant le hamiltonien
H défini par (8) aux vecteurs bidimensionnelp € R2. Linvariant A peut alors étre vu comme
un invariant scalaire.

Le probléme (7) a la propriété agréable de pouvoir étre uésxplicitement (ou presque).
On peut en effet montrer que toute trajectoire est conteans dne conique déterminée par les
données initiales et que si cette conique est une ellipses @& mouvement est périodique.

Sur ce systeme (7), les résultats obtenus par les méthodesigues traditionnelles peuvent
étre catastrophiques, notamment si on s’intéresse a urstdmpalcul assez long (auquel cas
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il peut étre pénalisant de prendre un pas de tefxtpsop petit). On peut ainsi obtenir des
trajectoiressupposémertlliptiques qui finissent par s’écraser sur le Soleil ou antr@ire qui
échappent a la force d’attraction de celui-ci et fuient @firii.

La méthode d’Euler symplectique a le bon golt de présenteitrdgctoires proches des
trajectoires auxquelles on s’attend, c’est-a-dire typigant des ellipses pour un bon choix des
données initiales. De plus, on peut vérifier que cette méthodhérique préserve exactement le
moment cinétiqué = g A p du systéeme, ce qui est un nouveau gage de qualité de la méthode

Suggestions pour le développement

> Soulignons qu'il s’agit d’'un menu a la carte et que vous pauskoisir d’étudier cer-
tains points, pas tous, pas nécessairement dans I'ordag &con plus ou moins fouil-
|ée. Vous pouvez aussi vous poser d’'autres questions das reliquées plus bas. Il est
tres vivement souhaité que vos investigations comportenpartie traitée sur ordina-
teur et, si possible, des représentations graphiques dedsodtats.

— Montrer que les propriétéd®1), (P2) et (P3) sont bien vérifiées pour tout systeme de la
forme (1). On pourra vérifier qu@,) peut effectivement se déduire (es).

— Dans les exemples proposés, on pourra détailler la misguatiéns du probleme. Dans
chacun des cas, que peut-on dire de la théorie d’existengei@té des solutions ? Les
solutions sont elles globales ?

— On pourra établir analytiquement et/ou numériqguementéiagdtats donnés dans le tableau
1 concernant le probleme du pendule linéarisé.

— On pourra comparer numeériqguement le comportement desodegidont il est question
dans le texte sur les problémes non-linéaires (pendule@eRe

Un choix judicieux des parameétres du calcul (données le#jgpas de temps, temps
final) permettra de bien mettre en lumiére les points tralggss le texte, par exemple en
tracant les trajectoires (dans le plan des phases pour teifgeidans le plan physique pour
le probléme de Kepler) ou encore I'évolution en temps desrdes quantités conservees
par les modeles considérés.

— On pourra démontrer tout ou partie des affirmations du texteernant les propriétés de
la méthode d’Euler symplectique, d’abord dans lertasl puis dans le cas général.

— La méthode (5) consiste a discrétiser la variaplte fagon implicite et la variablp de
fagon explicite. Que se passe-t'il si on fait I'inverse ? &git'il un hamiltonien approché
pour cette nouvelle méthode ?

— On pourra vérifier que les trajectoires du systeme de Keqaat bien portées par des
coniqgues. Pour cela, on pourra constater que le veeteu %p(t) NA — QE—& ne dépend
pas du temps et appartient au plan du mouvement. La conclugnot alors de la formule

e-q(t) +|a()| = AF.
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